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Символы, обозначающие геометрические фигуры и отноше-
ния между ними

Обозначения геометрических фигур:
Φ — геометрическая фигура;
α, β, γ, δ . . . , ζ, η, θ, . . . — плоскости, расположенные в пространстве;
α+, α− — положительное и отрицательное полупространства, опреде-

ляемые плоскостью α;
1, 2, 3, 4, . . . , 12, 13, 14, . . . — зоны пространства, ограниченные плос-

костями.
Символы взаиморасположения геометрических объектов:
∈,⊂,⊃ — принадлежность;
≡ — совпадение;
‖ — параллельность;
⊥ — перпендикулярность;
∩ — пересечение;
∪ — объединение;
∼ — подобие;
∼= — конгруэнтность;
= — равенство;
6 — отрицание, например 6∼ отрицание подобия.
Символы, обозначающие логические операции:
∧ — конъюкция предложений, (соответствует союзу «и»);
∨ — дизъюнкция предложений, (соответствует союзу «или»);
⇒⇐ — импликация, логическое следствие;
⇔ — логическая эквивалентность.
Символы, обозначающие матрицы:
N — матрица дефекта размерности 0;
U — матрица дефекта размерности 1;
D — матрица дефекта размерности 2;
M — матрица дефекта смешанной размерности;
R — матрица результирующая.
Символы, обозначающие наборы:
{1, 2, 3, 4, . . . , 12, 13, 14, . . . } — представления;
(1, 2, 3, 4, . . . , 12, 13, 14, . . . ) — матрица строка;
〈1, 2, 3, 4, . . . , 12, 13, 14, . . . 〉 — конфигурация.
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Предисловие

Перед Вами третий Том издания, посвященного энергии сложных дефек-
тов. Ранее подробно были рассмотрены примеры расчета энергии обособ-
ленных, статичных дефектов, вне всякой связи между собой.

Распространим подход взаимодействующих зон на объекты другого
рода. Будем рассматривать пару фрагментов кристалла, которые взя-
ты из процесса кристаллогеометрических превращений, связных между
собой. Такие превращения соответствуют эволюции, различным транс-
формациям дефектов в кристалле.

Так же есть возможность смоделировать пластическую деформацию,
которая поддаются формальному описанию в виде сложных дефектов.
Эта симуляция динамического процесса охватывает много, более двух
фрагментов кристалла, отличных между собой.

Таким образом, если рассматривать задачи, использующие энергию
дефектов с точки зрения протяженности во времени, то имеем одномо-
ментный вариант, соответствующий дефектам-телам Платона и Архиме-
да. Далее следует бивариант, соответствующий трансформации. Наконец
много моментный набор сложных дефектов, позволяющий рассчитать
некоторые деформационные характеристики кристаллов.

В следующих Главах подробно рассматривается решение кристалло-
геометрической задачи, подтверждающей или опровергающей предполо-
жение о том, что сложный дефект после расщепления, трансформации
обладает меньшей энергией. Задача вообще никак не решалась, пока про-
кручивалась на уровне конкретных атомов у конкретных дефектов.

На сколько вообще сложен ответ на поставленный вопрос? Как ока-
залось к процессу расщепления можно подойти с двух сторон. Во пер-
вых это частный случай для особо ориентированных плоскостей при ко-
тором разные части дефектов имеют одинаковую энергию. Его удает-
ся охарактеризовать графиками, позволяющими наиболее просто судить
о возможном качественном исходе процесса. На основе полученных ре-
зультатов возможно прогнозирование в некоторых сверхструктурах как
изначально стабильных, так и не стабильных конфигураций.
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Во вторых рассматривается случай в приложении проблемы Штей-
нера к дефектам в кристалле. Здесь простой интерпретации результатов
графиками достигнуть не удалось. В прочем, этот пример скорее иллю-
стративного характера, демонстрирующий возможности метода взаимо-
действующих зон.

Здесь и далее по тексту будем использовать аббревиатуру для ком-
плекс планарных сверхструктурных дефектов — КПСД. Первая Глава
рассматривает определение КПСД с точки зрения теории бесконечно-
го. Хотелось бы сказать про обозначения, касающиеся математических
выражений в Главе о множествах. Они совпадают с общепринятыми,
приведенными в [11].

Во второй Главе приводится процедура разложения на элементы про-
извольного, в пределе бесконечного КПСД.

В конце приведены некоторые библиографические источники, исполь-
зуемые для написания третьего Тома издания, посвященного энергии
сложных дефектов.

Андрей Фролов. Январь 2020 г. phys.mocate@yandex.ru.



Глава 1

Множества в определении
комплекса планарных
сверхструктурных дефектов

В первом Томе издания, посвященного сложным дефектам уже дава-
лось определение КПСД. Это было сделано в тех обозначениях, которые
позволяли первоначально очертить существо вопроса. Чтобы более ясно
представить себе КПСД, переведем их в формальные понятия, которы-
ми вот уже более столетия пользуются математики при рассмотрении
конечных и бесконечных множеств. Выбор такого способа представления
логичен, ведь и общее число дефектов безгранично. Другим аспектом,
подводящим нас к теории бесконечного является использование аппа-
рата сочетаний и размещений в определении дефекта. Его применение,
как правило, почти всегда рука об руку идет с теорией бесконечных мно-
жеств. Начнем с повторения, а именно с вводного определения комплекса
планарных сверхструктурных дефектов.

1.1 Определение КПСД

Начнем рассмотрение проблем, связанных с определением комплексов
планарных сверхструктурных дефектов. Далее речь будет вестись толь-
ко о комплексах планарных сверхструктурных дефектов (сокращенно
КПСД) и только о них. С помощью определения понятия раскрывается
его содержание [3]. Что же содержит в себе КСПД? Это прежде всего по-
нятие сверхструктуры с евклидовым пространством, декартовой систе-
мой координат и прямоугольным правосторонним ортонормированным
базисом, на котором задается та или иная решетка с элементарной ячей-
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10 Глава 1. Множества

кой, порождающей ее и всегда содержащей более одного сорта атомов.
Это плоскость или плоскости однозначно описываемые общим уравне-
нием в декартовой системе координат из предыдущего шага. Результа-
том пересечения плоскостей евклидова пространства будут зоны, кото-
рые так же являются неотъемлемой частью определения КПСД. Мате-
матический аппарат размещений комбинаторики [4] позволяет раскрыть
наши понятия в едином ключе и органично использовать их в определе-
нии КПСД.

1.1.1 Представления сверхструктуры

Сверхструктура порождает КПСД вследствие того, что имеет несколь-
ко геометрически различных, но энергетически эквивалентных способа
представления. Задача нахождения числа таких способов решена в [1].
Представления описываются при помощи подстановок. В неявном ви-
де подстановка определяет решетку, на которой строится элементарная
ячейка сверхструктуры а так же декартову систему координат с право-
сторонним ортонормированным базисом. Обозначим общее число пред-
ставлений через n. Приведем эти представления в виде подстановок для
сверхструктуры B2, для которой n = 2:

AB,BA. (1.1)

Получим двухэлементное множество представлений:

{1, 2}. (1.2)

Для сверхструктуры L12 n = 4:

ABBB,BABB,BBAB,BBBA. (1.3)

Множество представлений:

{1, 2, 3, 4}. (1.4)

Для сверхструктуры L10 n = 6:

AABB,ABAB,ABBA,BAAB,BABA,BBAA. (1.5)

Множество представлений:

{1, 2, 3, 4, 5, 6}. (1.6)
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1.1.2 Плоскости формирующие комплекс

Известно общее уравнение плоскости в декартовой системе координат:

α : F (x, y, z) ≡ A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (1.7)

Пусть плоскость α разбивает пространство кристаллической решет-
ки, заполненной атомами более одного сорта, на два полупространства.
Первое состоит из всех точек M = (x, y, z), для которых F (x, y, z) < 0.
Второе полупространство состоит из всех точек M = (x, y, z),, для ко-
торых F (x, y, z) > 0 [5]. Будем говорить о двух «состояниях» многочле-
на F (x, y, z). В первом многочлен определяет отрицательное евклидово
полупространство, во втором неотрицательное. Отрицательное полупро-
странство обозначим как α−, неотрицательное как α+. Как правило для
формирования комплекса используется более одной плоскости. Общее
число плоскостей обозначим через m.

1.1.3 Зоны формируемые плоскостями

Необходимо знать число зон, формируемых плоскостями. Зоны полу-
чим как результат пересечения полу пространств, определяемых поло-
жительным или отрицательным полупространством соответствующих
плоскостей. Из комбинаторики известно, что m многочленов, которые
могут принимать два различных «состояния» возможно подставить в раз-
мещения, описывающие зону, с повторениями X способами, где:

X = Ām
2 = 2m. (1.8)

Число элементов размещений равно числу плоскостей. Некоторые
размещения при этом могут определять вырожденные, мнимые зоны.
Для примера определим зоны для двух плоскостей α и β, формирую-
щих четыре зоны:

1(α+ ∩ β+),

2(α+ ∩ β−),

3(α− ∩ β+),

4(α− ∩ β−).

(1.9)

Если плоскости параллельны, то одно из размещений определяет вы-
рожденную зону. Число невырожденных зон равно 3. Для определения
комплексов будем использовать сквозную нумерацию невырожденных
зон. Обозначим общее число невырожденных зон через k. Рассмотрим
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некоторые варианты комбинаций плоскостей. Одна плоскость делит ев-
клидово пространство на две зоны. Для первой из них многочлен от-
рицателен, для второй не отрицателен. Отсутствие плоскости дает одну
зону, охватывающую все пространство. Две и более плоскости формиру-
ют несколько (более двух) зон.

1.1.4 Понятие конфигурации

Из комбинаторики известно, что n представлений сверхструктуры воз-
можно разместить по k зонам с повторениями Y способами, где:

Y = Ak
n = nk. (1.10)

Размещение представлений по зонам назовем сверхструктурным раз-
мещением или конфигурацией. Число элементов в размещении равно
числу невырожденных зон пространства кристалла. Такая конфигура-
ция однозначно определяет дефект, если представления сверхструктуры
и зоны кристалла определены заранее. Все они образуют конечное мно-
жество всех дефектов, порождаемых нашими плоскостями, уравнения
которых известны. Для примера приведем такое множество для трех
представлений по двум зонам:

〈1, 1〉, 〈1, 2〉, 〈1, 3〉, 〈2, 1〉, 〈2, 2〉, 〈2, 3〉, 〈3, 1〉, 〈3, 2〉, 〈3, 3〉. (1.11)

Здесь номерам соответствуют представления, положение номера пред-
ставления в размещении соответствует номеру зоны. Первая, пятая и де-
вятая конфигурации — идеальные кристаллы. Оставшиеся конфигура-
ции — планарные дефекты.

1.1.5 Определение комплекса планарных дефектов

Комплексом планарных сверхструктурных дефектов называется пред-
ставитель множества k-элементных размещении с повторениями из
n-элементного множества представлений.

Повторим еще раз, что число элементов конфигурации равно чис-
лу невырожденных зон, формирующих дефект. Элементы конфигурации
определяются представлениями сверхструктуры, порождающими решет-
ку. Все множество конфигураций распадается на идеальные кристаллы,
планарные дефекты и, собственно, сами КПСД. Используя лишь номера
зон и представлений в сверхструктурном размещении мы, тем самым,



1.1. Определение 13

сделали переход от конкретных комплексов к абстрактным. Абстракт-
ные комплексы не учитывают внутреннюю структуру дефектов. Они
не «привязаны» к системе координат или форме и размеру зон. Как
будет показано далее такая абстракция дает базу для последующей клас-
сификации КПСД. Критерием классификации выступит способ расчета
энергии дефекта.

1.1.6 Проблема нумерации зон

На порядок нумерации зон не накладывались ограничения. Она может
быть произвольной в том смысле, что мы всегда сможем найти однознач-
ное соответствие между конфигурациями, отличающимися лишь этим
порядком. Найдем сверхструктурное размещение с нумерацией зон, от-
личной от приведенной. Назовем это размещение искомым. Перемена
нумерации приведет к перестановке элементов в исходном сверхструк-
турном размещении. К примеру поменяем номера второй и третьей зон.
Предлагается способ нахождения искомого размещения из исходного ис-
пользуя аппарат перестановок и подстановок теории групп, который из-
ложен в [6]. О подстановке мы говорим в том случае, если, например,
от перестановки 1234 требуется перейти к перестановке 1324. Любая под-
становка допускает разложение в произведение независимых циклов. Так
для данного случая подстановку можно записать в виде произведения
не пересекающихся циклов (1)(2, 3)(4) которое интерпретируется как за-
мена номера третьей зоны на второй, а номера второй зоны на третий,
первый и четвертый номера зон остаются без замены . Соответствующая
матрица подстановки запишется в виде:

M =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 . (1.12)

В этом случае удобно представить размещение в виде матрицы стро-
ки. Умножая строку исходного размещения, или, другими словами, ис-
ходной сверхструктурной конфигурации на матрицу M справа мы поме-
няем соответствующие элементы. Исходное сверхструктурное размеще-
ние запишем в виде матрицы строки:

A1 =
(
1 1 2 2

)
. (1.13)

Искомое сверхструктурное размещение получится из выражения про-
изведения матриц:
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A2 = A1M =
(
1 2 1 2

)
. (1.14)

1.1.7 Точное число дефектов

Для идеального кристалла, то есть кристалла без дефекта сверхструк-
турное размещение содержит только одно представление для всех зон.
Число размещений равно общему числу представлений сверхструктуры
n. Повторим, что все элементы конфигурации одинаковы.

Для планарного дефекта сверхструктурное размещение содержит толь-
ко два представления, причем одно представление размещается по зо-
нам, принадлежащим отрицательному полупространству фиксирован-
ной плоскости, второе представление размещается по зонам, принадле-
жащим неотрицательному полупространству этой плоскости. Число раз-
мещений равно:

m(n2 − n). (1.15)

Первый член в скобке — это число размещений с повторениями n
представлений по двум полупространствам для каждого многочлена.
Элементы конфигурации, то есть представления сверхструктуры в этом
случае только двух видов. КПСД — это все остальные сверхструктурные
размещения из полученного множества. Число размещений равно:

nk −m(n2 − n)− n. (1.16)

Полученное выражение для точного количества комплексов справед-
ливо и для граничных условий, когда в кристалле реализуется случай
только с планарным сверхструктурным дефектом или идеальной решет-
кой.

1.2 Множества в определении дефектов

Множества счетные, несчетные, множества ординарные, экстраординар-
ные — все это основа теории. Мы же в качестве искомого выберем мощ-
ность каждого бесконечного множества в определении КПСД. Прежде
всего нас будет интересовать счетно оно или континуально. Так же огово-
рим процедуру упорядочения. В этом контексте не применим коснуться
такой категории бесконечных множеств, как ординал.
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1.2.1 Множество представлений

Известно, что сверхструктура порождает КПСД вследствие того, что
имеет несколько геометрически различных, но энергетически эквива-
лентных способа представления. Представления описываются при помо-
щи подстановок. Повторим, что в неявном виде подстановка определя-
ет решетку, на которой строится элементарная ячейка сверхструктуры
а так же декартову систему координат с правосторонним ортонормиро-
ванным базисом. Предметом дальнейших рассуждений выберем простую
сверхструктуру B2, характерную для металлов с кубической симметри-
ей и органично вписывающуюся в дальнейшее изложение.

Для сверхструктуры B2 число представлений равно 2:

AB,BA. (1.17)

В обозначениях теории множеств такое положение вещей имеет вид
B2 = {AB,BA}. Рассмотрим теперь конечное множество булевых значе-
ний {0, 1}. Мощность конечного множества равна числу его элементов,
следовательно |B2| = 2. Отображение между этими множествами есть
биекция f : B2→ {0, 1}.

1.2.2 Множество плоскостей

Произвольный дефект формируется набором из бесконечного множества
плоскостей трехмерного евклидова пространства. Общее уравнение плос-
кости в декартовой системе координат, привязанной к выбранной сверх-
структуре:

α : F (x, y, z) ≡ A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (1.18)

Используем индуктивный метод, приводя на первом этапе рассужде-
ния для одномерного пространства, в котором общее уравнение плоско-
сти:

α : F (x) ≡ A(x− x0) = 0. (1.19)

Данная плоскость α разбивает пространство кристаллической решет-
ки, заполненной атомами более одного сорта, на два полупространства.
Первое состоит из всех точек M = (x), для которых F (x) < 0. Второе
полупространство состоит из всех точек M = (x), для которых F (x) > 0
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[5]. Обозначим за r1 отрицательное полупространство, за r2 неотрица-
тельное. Введение плоскости делает пространство бинарным. В обозна-
чениях теории множеств пространство после введения плоскости стано-
вится двухэлементным, то есть R = {r1, r2}. Рассмотрим теперь конечное
множество булевых значений {0, 1}. Отображение между этими множе-
ствами есть биекция f : R→ {0, 1}.

Сколько всего плоскостей необходимо для формирования всех ком-
плексов планарных сверхструктурных дефектов, другими словами ка-
кова мощность множества плоскостей, формирующих их? Попытаемся
ответить на этот вопрос.

Произвольному дефекту соответствует подмножество множества плос-
костей

P = {p1, p2, . . . , pn, . . . }.
В одно-мерном пространстве для описания плоскости в общем случае
используется два действительных числа - одно для нормали и одно для
точки через которую проходит плоскость. Такой вариант равно мощен
по числу элементов континууму, чему соответствует запись вида |P | = c.

Но так ли это в случае со сверхструктурными дефектами? Выбирая
сверхструктуру мы тем самым договариваемся, что не все точки евкли-
дова пространства одинаковы — оно становится дискретным. Атом не
может находится в любой точке пространства, а только в точках соглас-
но параметру решетки. Тем самым мы рассматриваем подмножество то-
чек пространства в которых находятся атомы из множества всех точек
пространства. Это первое условие накладываемое на пространство, пер-
воначально континуальное. Вторым дополнительным условием выбора
запретим произвольному атому принадлежать двум полу пространствам
любой плоскости одновременно. Формулировка этого условия выбора вы-
текает из постановки самой задачи описания планарных комплексов. В
противном случае сорта половин одного атома могут не совпадать. От-

Рис. 1.1: Левый запрет Рис. 1.2: Разрешено Рис. 1.3: Правый за-
прет

метим тот факт, что в кристалле имеются плоскости. Отметим и то, что
расчет энергии фигуры, ограниченной например поверхностью второго
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порядка всегда выше, чем близкой ей фигуры построенной из плоско-
стей. Такая, своего рода, дискриминация в выборе расположения грани-
цы дефекта отражает некую природу рассматриваемого объекта. Ясно,
что такое положение вещей дают нам бесконечное множество координат
плоскостей, равно мощное натуральному ряду чисел, то есть в нашем
случае |x0| = |N|. Другими словами, из семейства координат плоскостей,
лежащих в любом единичном интервале необходимо и достаточно рас-
сматривать только одну координату этого интервала — предпочтительно
медианную, как наиболее вероятную. Плоскость дефекта, являясь по сво-
ей природе континуальной, отличается от любой плоскости кристалла, в
которой имеются особые дискретные точки, отвечающие за положение
атома.

Эти же доводы правомочны для выбора нормали наших плоскостей.
Выразим это математически.

Пространство — множество всех действительных точек:

S = {x|x ∈ R}.

Уравнение безусловной плоскости:

α(x0) = {x : A(x− x0) = 0|x ∈ S ∧ A ∈ R}.

Уравнение условной плоскости:

α(x0) = {x : A(x− x0) = 0|x ∈ S ∧ A ∈ Z ∧ x0 ∈ Z + 1/2}.

По индукции, рассматривая двух-мерное и трех-мерное пространство,
произвольную нормаль возможно описать двойкой и тройкой натураль-
ных чисел. Произвольную координату, через которую проходит плос-
кость возможно описать двойкой и тройкой рациональных чисел.

В заключении наших логических построений приходим к выводу что
множество плоскостей, необходимых для описания комплексов планар-
ных сверхструктурных дефектов описывается тройками натуральных и
тройками рациональных чисел, является подмножеством множества всех
плоскостей

Pdiscr ∈ P = {p1, p2, . . . , pn, . . . },
которые описываются шестерками действительных чисел. Используя тео-
ремы теории множеств легко показать, что мощность множества троек
натуральных и троек рациональных чисел по мощности равна множеству
натуральных чисел, то есть счетно

|Pdiscr| = |N|.

Повторим, что каждая плоскость связана с полу пространствами с
биекцией f : R→ {0, 1}.
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1.2.3 Множество зон

Определимся с числом зон, формируемых плоскостями любого комплек-
са планарных сверхструктурных дефектов. Пространственно интуитив-
но понятно определение зоны, как геометрического места точек, кото-
рые определяет запись из произвольного набора нолей и единиц, соот-
ветствующих пересечению точек положительных и отрицательных полу
пространств плоскостей, положение которых в этом наборе соответству-
ет номеру плоскости из их множества — ведь оно счетно. Выразим это
математически. Согласно показанной ранее биекции f : R → {0, 1} мно-
жество {0, 1}ω и множество полу пространств связано биекцией:

{a1, a2, . . . , an, . . . }, ai ∈ {0, 1}∀i > 1,

{c1, c2, . . . , cn, . . . }, ci ∈ {r1, r2}∀i > 1,

где cn полупространство, соответствующее плоскости n.
Тогда одна произвольная зона — это⋂

i

ci.

Мощности множеств, связанных биекцией равны. Можно показать,
что мощность множества произвольных наборов нолей и единиц равна
мощности континуума. Число всех зон любого комплекса сверхструктур-
ных дефектов равно, соответственно числу всех возможных наборов, то
есть:

|X| = 2N. (1.20)

Некоторые размещения при этом могут определять вырожденные,
мнимые зоны. Для примера определим зоны для двух плоскостей α и
β, формирующих четыре зоны:

x1 = {0, 0}
x2 = {1, 0}
x3 = {0, 1}
x4 = {1, 1}.

(1.21)

Если плоскости параллельны, то одно из размещений определяет вы-
рожденную зону. Число невырожденных зон равно 3. Для определения
дефекта будем использовать невырожденные зоны. Это дополнительное
условие выбора делит множество зон на подмножество невырожденных и
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подмножество вырожденных зон. И если мощность множества зон равна
континууму, то согласно теоремам теории множеств, мощность подмно-
жеств множества может быть и не равна ему.

Определим мощность подмножества невырожденных зон множества
зон.

В случае одно-мерного пространства плоскости дефекта соответству-
ет точка числовой прямой. Вообще размерность объекта, выступающего
в качестве плоскости в дефектах для пространств различных размер-
ности n равна n − 1. Положительному полупространству соответствует
правый луч, отрицательному левый. Зона получается как результат пе-
ресечения всех таких лучей. Соответственно задача нахождения числа
зон сводится к задаче нахождения числа отрезков прямой на которой
расположено P точек. Этому соответствует формула вида

xN = P + 1.

Мощность подмножества невырожденных зон |xN | = |N|. Мощность под-
множества невырожденных зон равна мощности множества натуральных
чисел. Мощность подмножества вырожденных зон xV = X \ xN :

|xV | = |R|.

То есть ситуация резко меняется считаем ли мы вырожденные зоны в
определении дефекта или не считаем.

Можно показать, что для случаев размерности пространства два и
три получается аналогичный результат. Условно выражения для числа
вырожденных зон для различных случаев размерности рассматриваемо-
го пространства:

2N − N1;

2N − N2;

2N − N3.

1.2.4 Проблема соответствия

Важным моментом выше изложенного является соответствия плоско-
стей, формирующих зоны произвольного дефекта. Вынесенную в отдель-
ный подраздел проблему наиболее просто характеризует следующая ил-
люстрация. Если рассматривать все плоскости одного направления в со-
вокупности с им перпендикулярными, то формируемые таким образом
зоны содержат в себе атомы только для первого набора. Далее только
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Рис. 1.4: Набор 100 Рис. 1.5: Набор 110 Рис. 1.6: Набор 120

каждая вторая из них не пуста. В третьем случае — только каждая пя-
тая. По индукции следует, что количество пустых зон растет как квадрат
направления. Необходимо дополнительным условием отбора плоскостей,
формирующих комплекс планарных сверхструктурных дефектов требо-
вать отсутствие зон без атомов. Краевое условие — наличие в любой
зоне КПСД хотя бы одного атома.

1.2.5 Множество дефектов

Напомним определение конечного дефекта:
Комплексом планарных сверхструктурных дефектов называется пред-

ставитель множества k-элементных размещении с повторениями из
n-элементного множества представлений.

Повторим так же, что отображение между множеством представле-
ний и {0, 1} есть биекция

f : B2→ {0, 1}.

Тогда согласно показанной биекции и определения любой дефект через
отображение соответствует какому либо набору из {0, 1}ω :

{a1, a2, . . . , an, . . . }, ai ∈ {0, 1}∀i > 1,

{c1, c2, . . . , cn, . . . }, ci ∈ {AB,BA}∀i > 1.

Здесь никакие наши ухищрения не позволят понизить мощность мно-
жества всех дефектов. Из сказанного выше следует, что мощность мно-
жества всех комплексов планарных сверхструктурных дефектов, опре-
деленных на любой конечной сверхструктуре при специальном выборе
плоскостей и учете только невырожденных зон равна мощности конти-
нуума.
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1.2.6 Процедура упорядочения

Ординалы, или порядковые числа, позволяют выразить более тонкую
классификацию множеств, основанную на информации об их упорядоче-
нии. Если же принять утверждение о том, что каждое множество можно
вполне упорядочить, то таким инструментом может служить Аксиома
выбора. Приведем процедуры выбора, или упорядочения для рассматри-
ваемых нами множеств. Для простоты изложения рассмотрим 1-мерное
пространство.

Множество представлений конечно, поэтому упорядочено априори.
Множество плоскостей поддается упорядочению так же, как и множе-
ство целых чисел, если определить нестандартное отношение меньше или
равно. Множество зон будет упорядочено в том случае, если оговорить,
какое из полупространств рассматривать в первую очередь. Пускай для
определенности это будет отрицательное полупространство. Можно ска-
зать, что оставшееся множество всех дефектов так же упорядочено. Это
утверждение — следствие возможности использования над множеством
Аксиомы выбора.

Алгоритм 1. 1. Задается множество представлений. Оно конечно.
Ему ставится в соответствие конечный начальный отрезок мно-
жества натуральных чисел.

2. Перечисляются все законы взаимодействия.

3. На первом этапе берутся тройки натуральных в совокупности с
тройками рациональных чисел соответствующие плоскостям.

4. На втором этапе берутся пары троек натуральных в совокуп-
ности с тройками рациональных чисел соответствующие двум
плоскостям и так далее.

5. Для всех невырожденных зон, сформированных на каждом эта-
пе делается перебор вариантов представлений порождающих де-
фект.

6. К полученным конфигурациям применяется процедура разложе-
ния на компоненты.

7. В заключении дефект относится к конкретному классу согласно
способа расчета энергии. Генерирующая функция позволяет сде-
лать это однозначно.
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Как правило конкретная задача требует упорядочения лишь отча-
сти. Ведь приходится рассматривать отдельную конечную конфигура-
цию. Достаточно задать процедуру упорядочения например для зон вы-
бранного планарного сверхструктурного дефекта. Так легче всего будет
потом определять строку генерации, если это потребуется. Для плоско-
стей и компонентов процедуру можно опустить в следствии того, что
их число будет конечно. Напомним, что любое конечное множество уже
упорядочено.



Глава 2

Деформация

Переходя к поиску закономерностей деформационных характеристик кри-
сталлов отметим универсальность подхода взаимодействующих зон. По-
пытаемся с его помощью провести как количественный, так и досто-
верный качественный анализ результатов расчетов. В таких категори-
ях можно будет предполагать наличие некоторых свойств и даже про-
гнозировать поведение различных материалов, не только металлов и их
сплавов, но и полимеров.

2.1 Полное разложение КПСД

Успешность решения ряда прикладных задач кристаллофизики с исполь-
зованием подхода MOCATE является следствием наличия самой воз-
можности представления сложного дефекта как совокупности простых.
В этой Главе мы на практике представим разложение параллельных де-
фектов и сделаем обоснование такой возможности даже для бесконечно-
го набора планарных компонентов, если пока не брать в рассмотрение
их пересечения. Получим, в некотором смысле, частное доказательство
для планарных несовершенств, отобразив их в одномерное пространство.
Сделаем попытку получить все возможные такие компоненты КПСД на
примере двухкомпонентной сверхструктуры B2.

2.1.1 КПСД D

Базовый компонент, присутствующий так или иначе во всех КПСД.
Конфигурация:

Conf = 〈1, 2〉, (2.1)

23
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использующая набор представлений {1,2}. Матрицы взаимодействия —
результат действия функции:

Res(Conf) = Ḋa
1 , D̈

a
1 . (2.2)

Ḋa
1 =

(
0 0
1 0

)
;

D̈a
1 =

(
0 1
0 0

)
;

Da
1 =

(
0 0
2 0

)
.

(2.3)

Нижний индекс соответствует номеру компонента в данной работе.

2.1.2 КПСД DD

Конфигурация:

Conf = 〈1, 2, 3〉, (2.4)

использующая набор представлений {1,2,3}. Матрицы взаимодействия —
результат действия функции:

Da
2 = Gen((1, 2, 2), Da

1). (2.5)

Ḋa
2 =

0 0 0
1 0 0
1 0 0

 ;

D̈a
2 =

0 1 1
0 0 0
0 0 0

 ;

Da
2 =

0 0 0
2 0 0
2 0 0

 .

(2.6)

Dc
3 = Gen((1, 1, 2), Da

1). (2.7)
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Ḋc
3 =

0 0 0
0 0 0
1 1 0

 ;

D̈c
3 =

0 0 1
0 0 1
0 0 0

 ;

Dc
3 =

0 0 0
0 0 0
2 2 0

 .

(2.8)

Res(Conf) = Ra
4, R

b
5, R

c
6. (2.9)

Ṙa
4 =

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 ;

R̈a
4 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ;

Ra
4 =

0 0 0
2 0 0
0 0 0

 .

(2.10)

Ṙb
5 =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 ;

R̈b
5 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ;

Rb
5 =

0 0 0
0 0 0
2 0 0

 .

(2.11)
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Ṙc
6 =

0 0 0
0 0 0
0 1 0

 ;

R̈c
6 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ;

Rc
6 =

0 0 0
0 0 0
0 2 0

 .

(2.12)

Тогда:

DDa
7 = Ra

4 −Da
2 . (2.13)

DDb
8 = Rb

5. (2.14)

DDc
9 = Rc

6 −Dc
3. (2.15)

ḊDa
7 =

 0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 ;

D̈Da
7 =

0 0 −1
0 0 0
0 0 0

 ;

DDa
7 =

 0 0 0
0 0 0
−2 0 0

 .

(2.16)

ḊDb
8 =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 ;

D̈Db
8 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ;

DDb
8 =

0 0 0
0 0 0
2 0 0

 .

(2.17)
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ḊDc
9 =

 0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 ;

D̈Dc
9 =

0 0 −1
0 0 0
0 0 0

 ;

DDc
9 =

 0 0 0
0 0 0
−2 0 0

 .

(2.18)

При свертке к закону взаимодействия a матрица, соответствующая
закону b уничтожается, аннигилирует. Матрица, соответствующая зако-
ну c транспонируется.

DDa
10 = DD−c

9 = (DDc
9)

T . (2.19)

ḊDa
10 =

0 0 −1
0 0 0
0 0 0

 ;

D̈Da
10 =

 0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 ;

DDa
10 =

0 0 −2
0 0 0
0 0 0

 .

(2.20)

Искомое взаимодействие:

DDa
11 = DDa

7 +DDa
10. (2.21)

ḊDa
11 =

 0 0 −1
0 0 0
−1 0 0

 ;

D̈Da
11 =

 0 0 −1
0 0 0
−1 0 0

 ;

DDa
11 =

 0 0 −2
0 0 0
−2 0 0

 .

(2.22)
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2.1.3 КПСД DDD

Конфигурация:

Conf = 〈1, 2, 3, 4〉, (2.23)

использующая набор представлений {1,2,3,4}. Матрицы взаимодей-
ствия — результат действия функции:

Da
12 = Gen((1, 2, 2, 2), Da

1). (2.24)

Ḋa
12 =


0 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 ;

D̈a
12 =


0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

Da
12 =


0 0 0 0
2 0 0 0
2 0 0 0
2 0 0 0

 .

(2.25)

Dc
13 = Gen((1, 1, 2, 2), Da

1). (2.26)

Ḋc
13 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0

 ;

D̈c
13 =


0 0 1 1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

Dc
13 =


0 0 0 0
0 0 0 0
2 2 0 0
2 2 0 0

 .

(2.27)
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Df
14 = Gen((1, 1, 1, 2), Da

1). (2.28)

Ḋf
14 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 0

 ;

D̈f
14 =


0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 ;

Df
14 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
2 2 2 0

 .

(2.29)

DDa
15 = Gen((1, 2, 3, 3), DDa

7). (2.30)

ḊDa
15 =


0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
−1 0 0 0

 ;

D̈Da
15 =


0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDa
15 =


0 0 0 0
0 0 0 0
−2 0 0 0
−2 0 0 0

 .

(2.31)

DDb
16 = Gen((1, 2, 3, 3), DDb

8). (2.32)
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ḊDb
16 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 ;

D̈Db
16 =


0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDb
16 =


0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0
2 0 0 0

 .

(2.33)

DDc
17 = Gen((1, 2, 3, 3), DDc

9). (2.34)

ḊDc
17 =


0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
−1 0 0 0

 ;

D̈Dc
17 =


0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDc
17 =


0 0 0 0
0 0 0 0
−2 0 0 0
−2 0 0 0

 .

(2.35)

DDc
18 = Gen((1, 1, 2, 3), DDa

7). (2.36)
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ḊDc
18 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 −1 0 0

 ;

D̈Dc
18 =


0 0 0 −1
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDc
18 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 −2 0 0

 .

(2.37)

DDe
19 = Gen((1, 1, 2, 3), DDb

8). (2.38)

ḊDe
19 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 0 0

 ;

D̈De
19 =


0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDe
19 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
2 2 0 0

 .

(2.39)

DDf
20 = Gen((1, 1, 2, 3), DDc

9). (2.40)
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ḊDf
20 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 −1 0 0

 ;

D̈Df
20 =


0 0 0 −1
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDf
20 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 −2 0 0

 .

(2.41)

Res(Conf) = Ra
21, R

b
22, R

c
23, R

d
24, R

e
25, R

f
26. (2.42)

Ṙa
21 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

R̈a
21 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

Ra
21 =


0 0 0 0
2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

(2.43)
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Ṙb
22 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 ;

R̈b
22 =


0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

Rb
22 =


0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0
0 0 0 0

 .

(2.44)

Ṙc
23 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ;

R̈c
23 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

Rc
23 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0

 .

(2.45)

Ṙd
24 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ;

R̈d
24 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

Rd
24 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0

 .

(2.46)
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Ṙe
25 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 ;

R̈e
25 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

Re
25 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 2 0 0

 .

(2.47)

Ṙf
26 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 ;

R̈f
26 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ;

Rf
26 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2 0

 .

(2.48)

Тогда:

DDDa
27 = Ra

21 −Da
12 −DDa

15. (2.49)

DDDb
28 = Rb

22 −DDb
16. (2.50)

DDDc
29 = Rc

23 −Dc
13 −DDc

17 −DDc
18. (2.51)

DDDd
30 = Rd

24. (2.52)

DDDe
31 = Re

25 −DDe
19. (2.53)
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DDDf
32 = Rf

26 −D
f
14 −DD

f
20. (2.54)

ḊDDa
27 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

D̈DDa
27 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDDa
27 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

(2.55)

ḊDDb
28 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0

 ;

D̈DDb
28 =


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDDb
28 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 0 0 0

 .

(2.56)
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ḊDDc
29 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ;

D̈DDc
29 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDDc
29 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0

 .

(2.57)

ḊDDd
30 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ;

D̈DDd
30 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDDd
30 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0

 .

(2.58)

ḊDDe
31 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0

 ;

D̈DDe
31 =


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDDe
31 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 0 0 0

 .

(2.59)
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ḊDDf
32 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

D̈DDf
32 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

DDDf
32 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

(2.60)

При свертке к закону взаимодействия a матрицы, соответствующие
законам b, e уничтожаются, аннигилируют. Матрица, соответствующая
закону c транспонируется.

DDDa
33 = DDD−c

29 = (DDDc
29)

T . (2.61)

ḊDDa
33 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

D̈DDa
33 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ;

DDDa
33 =


0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

(2.62)

Матрица, соответствующая закону d переходит в a без изменений.
Матрицы, соответствующие законам a, f в результате равны нулевой.

Искомое взаимодействие:

DDDa
34 = DDDa

30 +DDDa
33. (2.63)
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ḊDDa
34 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ;

D̈DDa
34 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ;

DDDa
34 =


0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0

 .

(2.64)

2.1.4 КПСД DDDD

Конфигурация:

Conf = 〈1, 2, 3, 4, 5〉, (2.65)

использующая набор представлений {1,2,3,4,5}. Матрицы взаимодей-
ствия — результат действия функции:

Da
35 = Gen((1, 2, 2, 2, 2), Da

1). (2.66)

Ḋa
35 =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 ;

D̈a
35 =


0 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Da
35 =


0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0

 .

(2.67)
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Dc
36 = Gen((1, 1, 2, 2, 2), Da

1). (2.68)

Ḋc
36 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0

 ;

D̈c
36 =


0 0 1 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Dc
36 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 2 0 0 0
2 2 0 0 0
2 2 0 0 0

 .

(2.69)

Df
37 = Gen((1, 1, 1, 2, 2), Da

1). (2.70)

Ḋf
37 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 0 0

 ;

D̈f
37 =


0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Df
37 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 2 2 0 0
2 2 2 0 0

 .

(2.71)

Dj
38 = Gen((1, 1, 1, 1, 2), Da

1). (2.72)
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Ḋj
38 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 1 1 0

 ;

D̈j
38 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ;

Dj
38 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 2 2 2 0

 .

(2.73)

DDa
39 = Gen((1, 2, 3, 3, 3), DDa

7). (2.74)

ḊDa
39 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

D̈Da
39 =


0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDa
39 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0

 .

(2.75)

DDb
40 = Gen((1, 2, 3, 3, 3), DDb

8). (2.76)
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ḊDb
40 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 ;

D̈Db
40 =


0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDb
40 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0

 .

(2.77)

DDc
41 = Gen((1, 2, 3, 3, 3), DDc

9). (2.78)

ḊDc
41 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

D̈Dc
41 =


0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDc
41 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0

 .

(2.79)

DDc
42 = Gen((1, 1, 2, 3, 3), DDa

7). (2.80)
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ḊDc
42 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0
−1 −1 0 0 0

 ;

D̈Dc
42 =


0 0 0 −1 −1
0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDc
42 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0
−2 −2 0 0 0

 .

(2.81)

DDe
43 = Gen((1, 1, 2, 3, 3), DDb

8). (2.82)

ḊDe
43 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0

 ;

D̈De
43 =


0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDe
43 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 2 0 0 0
2 2 0 0 0

 .

(2.83)

DDf
44 = Gen((1, 1, 2, 3, 3), DDc

9). (2.84)
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ḊDf
44 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0
−1 −1 0 0 0

 ;

D̈Df
44 =


0 0 0 −1 −1
0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDf
44 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0
−2 −2 0 0 0

 .

(2.85)

DDf
45 = Gen((1, 1, 1, 2, 3), DDa

7). (2.86)

ḊDf
45 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 −1 −1 0 0

 ;

D̈Df
45 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDf
45 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 −2 −2 0 0

 .

(2.87)

DDi
46 = Gen((1, 1, 1, 2, 3), DDb

8). (2.88)
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ḊDi
46 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 1 0 0

 ;

D̈Di
46 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDi
46 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 2 2 0 0

 .

(2.89)

DDj
47 = Gen((1, 1, 1, 2, 3), DDc

9). (2.90)

ḊDj
47 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 −1 −1 0 0

 ;

D̈Dj
47 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDj
47 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 −2 −2 0 0

 .

(2.91)

DDDb
48 = Gen((1, 2, 3, 4, 4), DDb

28). (2.92)
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ḊDDb
48 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

D̈DDb
48 =


0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDb
48 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0

 .

(2.93)

DDDc
49 = Gen((1, 2, 3, 4, 4), DDc

29). (2.94)

ḊDDc
49 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 ;

D̈DDc
49 =


0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDc
49 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0

 .

(2.95)

DDDd
50 = Gen((1, 2, 3, 4, 4), DDd

30). (2.96)
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ḊDDd
50 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 ;

D̈DDd
50 =


0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDd
50 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0

 .

(2.97)

DDDe
51 = Gen((1, 2, 3, 4, 4), DDe

31). (2.98)

ḊDDe
51 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

D̈DDe
51 =


0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDe
51 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0

 .

(2.99)

DDDe
52 = Gen((1, 1, 2, 3, 4), DDb

28). (2.100)
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ḊDDe
52 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0

 ;

D̈DDe
52 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDe
52 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0

 .

(2.101)

DDDf
53 = Gen((1, 1, 2, 3, 4), DDc

29). (2.102)

ḊDDf
53 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0

 ;

D̈DDf
53 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDf
53 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 2 0 0 0

 .

(2.103)

DDDh
54 = Gen((1, 1, 2, 3, 4), DDd

30). (2.104)
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ḊDDh
54 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0

 ;

D̈DDh
54 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDh
54 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 2 0 0 0

 .

(2.105)

DDDi
55 = Gen((1, 1, 2, 3, 4), DDe

31). (2.106)

ḊDDi
55 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0

 ;

D̈DDi
55 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDi
55 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0

 .

(2.107)

Res(Conf) = Ra
56, R

b
57, R

c
58, R

d
59, R

e
60, R

f
61, R

g
62, R

h
63, R

i
64, R

j
65. (2.108)
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Ṙa
56 =


0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

R̈a
56 =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Ra
56 =


0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.109)

Ṙb
57 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

R̈b
57 =


0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Rb
57 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.110)
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Ṙc
58 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

R̈c
58 =


0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Rc
58 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.111)

Ṙd
59 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

R̈d
59 =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Rd
59 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.112)
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Ṙe
60 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

R̈e
60 =


0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Re
60 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.113)

Ṙf
61 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

 ;

R̈f
61 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Rf
61 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.114)
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Ṙg
62 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 ;

R̈g
62 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Rg
62 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0

 .

(2.115)

Ṙh
63 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0

 ;

R̈h
63 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Rh
63 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 2 0 0 0

 .

(2.116)
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Ṙi
64 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

 ;

R̈i
64 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

Ri
64 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2 0 0

 .

(2.117)

Ṙj
65 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

 ;

R̈j
65 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ;

Rj
65 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 2 0

 .

(2.118)

Тогда:

DDDDa
66 = Ra

56 −Da
35 −DDa

39. (2.119)

DDDDb
67 = Rb

57 −DDb
40 −DDDb

48. (2.120)
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DDDDc
68 = Rc

58 −Dc
36 −DDc

41 −DDc
42 −DDDc

49. (2.121)

DDDDd
69 = Rd

59 −DDDd
50. (2.122)

DDDDe
70 = Re

60 −DDe
43 −DDDe

51 −DDDe
52. (2.123)

DDDDf
71 = Rf

61 −D
f
37 −DD

f
44 −DD

f
45 −DDD

f
53. (2.124)

DDDDg
72 = Rg

62. (2.125)

DDDDh
73 = Rh

63 −DDDh
54. (2.126)

DDDDi
74 = Ri

64 −DDi
46 −DDDi

55. (2.127)

DDDDj
75 = Rj

65 −D
j
38 −DD

j
47. (2.128)

ḊDDDa
66 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDa
66 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDa
66 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.129)
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ḊDDDb
67 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDb
67 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDb
67 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.130)

ḊDDDc
68 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDc
68 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDc
68 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.131)
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ḊDDDd
69 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDd
69 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDd
69 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0

 .

(2.132)

ḊDDDe
70 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDe
70 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDe
70 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0

 .

(2.133)
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ḊDDDf
71 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDf
71 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDf
71 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.134)

ḊDDDg
72 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDg
72 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDg
72 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0

 .

(2.135)
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ḊDDDh
73 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDh
73 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDh
73 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0

 .

(2.136)

ḊDDDi
74 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDi
74 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDi
74 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.137)
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ḊDDDj
75 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDj
75 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDj
75 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.138)

При свертке к закону взаимодействия a матрицы, соответствующие
законам b, e, g, i уничтожаются, аннигилируют. Матрицы, соответствую-
щие законам c, h, j транспонируются.

DDDDa
76 = DDDD−c

68 = (DDDDc
68)

T . (2.139)

ḊDDDa
76 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDa
76 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDa
76 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.140)
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DDDDa
77 = DDDD−h

73 = (DDDDh
73)

T . (2.141)

ḊDDDa
77 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDa
77 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

DDDDa
77 =


0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.142)

DDDDa
78 = DDDD−j

75 = (DDDDj
75)

T . (2.143)

ḊDDDa
78 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDa
78 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;

DDDDa
78 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

(2.144)

Матрицы, соответствующие закону d, f берутся без изменений. Мат-
рицы, соответствующие законам a, b, c, f, i, j в результате равны нулевой.
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Искомое взаимодействие:

DDDDa
79 = DDDDa

69 +DDDDa
77. (2.145)

ḊDDDa
79 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDa
79 =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0

 ;

DDDDa
79 =


0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0

 .

(2.146)

2.1.5 КПСД DDDDD

Конфигурация:

Conf = 〈1, 2, 3, 4, 5, 6〉, (2.147)

использующая набор представлений {1,2,3,4,5}. Матрицы взаимодей-
ствия — результат действия функции:

Da
80 = Gen((1, 2, 2, 2, 2, 2), Da

1). (2.148)

Dc
81 = Gen((1, 1, 2, 2, 2, 2), Da

1). (2.149)

Df
82 = Gen((1, 1, 1, 2, 2, 2), Da

1). (2.150)

Dj
83 = Gen((1, 1, 1, 1, 2, 2), Da

1). (2.151)
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Ḋa
80 =


0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈a
80 =


0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Da
80 =


0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.152)

Ḋc
81 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈c
81 =


0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Dc
81 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

 .

(2.153)
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Ḋf
82 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0

 ;

D̈f
82 =


0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Df
82 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 2 0 0 0
2 2 2 0 0 0
2 2 2 0 0 0

 .

(2.154)

Ḋj
83 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0

 ;

D̈j
83 =


0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Dj
83 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 0
2 2 2 2 0 0

 .

(2.155)

Do
84 = Gen((1, 1, 1, 1, 1, 2), Da

1). (2.156)
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Ḋo
84 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0

 ;

D̈o
84 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 ;

Do
84 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 0

 .

(2.157)

DDa
85 = Gen((1, 2, 3, 3, 3, 3), DDa

7). (2.158)

DDb
86 = Gen((1, 2, 3, 3, 3, 3), DDb

8). (2.159)

DDc
87 = Gen((1, 2, 3, 3, 3, 3), DDc

9). (2.160)

DDc
88 = Gen((1, 1, 2, 3, 3, 3), DDa

7). (2.161)

DDe
89 = Gen((1, 1, 2, 3, 3, 3), DDb

8). (2.162)

DDf
90 = Gen((1, 1, 2, 3, 3, 3), DDc

9). (2.163)

DDf
91 = Gen((1, 1, 1, 2, 3, 3), DDa

7). (2.164)

DDi
92 = Gen((1, 1, 1, 2, 3, 3), DDb

8). (2.165)

DDj
93 = Gen((1, 1, 1, 2, 3, 3), DDc

9). (2.166)
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ḊDa
85 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈Da
85 =


0 0 −1 −1 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDa
85 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.167)

ḊDb
86 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈Db
86 =


0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDb
86 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.168)
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ḊDc
87 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈Dc
87 =


0 0 −1 −1 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDc
87 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.169)

ḊDc
88 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0

 ;

D̈Dc
88 =


0 0 0 −1 −1 −1
0 0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDc
88 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0

 .

(2.170)
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ḊDe
89 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈De
89 =


0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDe
89 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

 .

(2.171)

ḊDf
90 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0

 ;

D̈Df
90 =


0 0 0 −1 −1 −1
0 0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDf
90 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0

 .

(2.172)
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ḊDf
91 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 0 0 0
−1 −1 −1 0 0 0

 ;

D̈Df
91 =


0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDf
91 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 −2 0 0 0
−2 −2 −2 0 0 0

 .

(2.173)

ḊDi
92 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0

 ;

D̈Di
92 =


0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDi
92 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 2 0 0 0
2 2 2 0 0 0

 .

(2.174)
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ḊDj
93 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 0 0 0
−1 −1 −1 0 0 0

 ;

D̈Dj
93 =


0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDj
93 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 −2 0 0 0
−2 −2 −2 0 0 0

 .

(2.175)

DDj
94 = Gen((1, 1, 1, 1, 2, 3), DDa

7). (2.176)

DDn
95 = Gen((1, 1, 1, 1, 2, 3), DDb

8). (2.177)

DDo
96 = Gen((1, 1, 1, 1, 2, 3), DDc

9). (2.178)
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ḊDj
94 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 0 0

 ;

D̈Dj
94 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDj
94 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 −2 −2 0 0

 .

(2.179)

ḊDn
95 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0

 ;

D̈Dn
95 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDn
95 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 0

 .

(2.180)
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ḊDo
96 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 0 0

 ;

D̈Do
96 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDo
96 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 −2 −2 0 0

 .

(2.181)

DDDb
97 = Gen((1, 2, 3, 4, 4, 4), DDb

28). (2.182)

DDDc
98 = Gen((1, 2, 3, 4, 4, 4), DDc

29). (2.183)

DDDd
99 = Gen((1, 2, 3, 4, 4, 4), DDd

30). (2.184)

DDDe
100 = Gen((1, 2, 3, 4, 4, 4), DDe

31). (2.185)

DDDe
101 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 4), DDb

28). (2.186)

DDDf
102 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 4), DDc

29). (2.187)

DDDh
103 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 4), DDd

30). (2.188)

DDDi
104 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 4), DDe

31). (2.189)
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ḊDDb
97 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDb
97 =


0 0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDb
97 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.190)

ḊDDc
98 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDc
98 =


0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDc
98 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.191)
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ḊDDd
99 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDd
99 =


0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDd
99 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.192)

ḊDDe
100 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDe
100 =


0 0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDe
100 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.193)
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ḊDDe
101 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0

 ;

D̈DDe
101 =


0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDe
101 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0

 .

(2.194)

ḊDDf
102 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈DDf
102 =


0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDf
102 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

 .

(2.195)
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ḊDDh
103 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈DDh
103 =


0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDh
103 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

 .

(2.196)

ḊDDi
104 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0

 ;

D̈DDi
104 =


0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDi
104 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0

 .

(2.197)



76 Глава 2. Деформация

DDDi
105 = Gen((1, 1, 1, 2, 3, 4), DDb

28). (2.198)

DDDj
106 = Gen((1, 1, 1, 2, 3, 4), DDc

29). (2.199)

DDDm
107 = Gen((1, 1, 1, 2, 3, 4), DDd

30). (2.200)

DDDn
108 = Gen((1, 1, 1, 2, 3, 4), DDe

31). (2.201)

ḊDDi
105 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 0 0 0

 ;

D̈DDi
105 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDi
105 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 −2 0 0 0

 .

(2.202)
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ḊDDj
106 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0

 ;

D̈DDj
106 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDj
106 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 2 0 0 0

 .

(2.203)

ḊDDm
107 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0

 ;

D̈DDm
107 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDm
107 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 2 0 0 0

 .

(2.204)



78 Глава 2. Деформация

ḊDDn
108 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 0 0 0

 ;

D̈DDn
108 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDn
108 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 −2 0 0 0

 .

(2.205)

DDDDd
109 = Gen((1, 2, 3, 4, 5, 5), DDDDd

69). (2.206)

DDDDe
110 = Gen((1, 2, 3, 4, 5, 5), DDDDe

70). (2.207)

DDDDg
111 = Gen((1, 2, 3, 4, 5, 5), DDDDg

72). (2.208)

DDDDh
112 = Gen((1, 2, 3, 4, 5, 5), DDDDh

73). (2.209)
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ḊDDDd
109 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDd
109 =


0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDd
109 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.210)

ḊDDDe
110 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDe
110 =


0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDe
110 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.211)
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ḊDDDg
111 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDg
111 =


0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDg
111 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.212)

ḊDDDh
112 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDh
112 =


0 0 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDh
112 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.213)
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DDDDh
113 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 5), DDDDd

69). (2.214)

DDDDi
114 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 5), DDDDe

70). (2.215)

DDDDl
115 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 5), DDDDg

72). (2.216)

DDDDm
116 = Gen((1, 1, 2, 3, 4, 5), DDDDh

73). (2.217)

ḊDDDh
113 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDh
113 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDh
113 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0

 .

(2.218)
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ḊDDDi
114 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDi
114 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDi
114 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

 .

(2.219)

ḊDDDl
115 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDl
115 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDl
115 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

 .

(2.220)
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ḊDDDm
116 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0

 ;

D̈DDDm
116 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDm
116 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0

 .

(2.221)

Res(Conf) = Ra
117, R

b
118, R

c
119, R

d
120, R

e
121, R

f
122,

Rg
123, R

h
124, R

i
125, R

j
126, R

k
127, R

l
128, R

m
129, R

n
130, R

o
131.

(2.222)



84 Глава 2. Деформация

Ṙa
117 =


0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈a
117 =


0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Ra
117 =


0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.223)

Ṙb
118 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈b
118 =


0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rb
118 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.224)
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Ṙc
119 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈c
119 =


0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rc
119 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.225)

Ṙd
120 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈d
120 =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rd
120 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.226)
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Ṙe
121 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈e
121 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Re
121 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.227)

Ṙf
122 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈f
122 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rf
122 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.228)
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Ṙg
123 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈g
123 =


0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rg
123 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.229)

Ṙh
124 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈h
124 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rh
124 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.230)
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Ṙi
125 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈i
125 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Ri
125 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.231)

Ṙj
126 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

R̈j
126 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rj
126 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.232)
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Ṙk
127 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

R̈k
127 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rk
127 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.233)

Ṙl
128 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

 ;

R̈l
128 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rl
128 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0

 .

(2.234)
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Ṙm
129 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 ;

R̈m
129 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rm
129 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0

 .

(2.235)

Ṙn
130 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 ;

R̈n
130 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

Rn
130 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0

 .

(2.236)
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Ṙo
131 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

 ;

R̈o
131 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 ;

Ro
131 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0

 .

(2.237)

Тогда:

DDDDDa
132 = Ra

117 −Da
80 −DDa

85. (2.238)

DDDDDb
133 = Rb

118 −DDb
86 −DDDb

97. (2.239)

DDDDDc
134 = Rc

119 −Dc
81 −DDc

87 −DDc
88 −DDDc

98. (2.240)

DDDDDd
135 = Rd

120 −DDDd
99 −DDDDd

109. (2.241)

DDDDDe
136 = Re

121 −DDe
89 −DDDe

100 −DDDe
101 −DDDDe

110. (2.242)

DDDDDf
137 = Rf

122 −D
f
82 −DD

f
90 −DD

f
91 −DDD

f
102. (2.243)

DDDDDg
138 = Rg

123 −DDDD
g
111. (2.244)
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DDDDDh
139 = Rh

124 −DDDh
103 −DDDDh

112 −DDDDh
113. (2.245)

DDDDDi
140 = Ri

125 −DDi
92 −DDDi

104 −DDDi
105 −DDDDi

114. (2.246)

DDDDDj
141 = Rj

126 −D
j
83 −DD

j
93 −DD

j
94 −DDD

j
106. (2.247)

DDDDDk
142 = Rk

127. (2.248)

DDDDDl
143 = Rl

128 −DDDDl
115. (2.249)

DDDDDm
144 = Rm

129 −DDDm
107 −DDDDm

116. (2.250)

DDDDDn
145 = Rn

130 −DDn
95 −DDDn

108. (2.251)

DDDDDo
146 = Ro

131 −Do
84 −DDo

96. (2.252)

ḊDDDDa
132 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDa
132 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDa
132 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.253)
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ḊDDDDb
133 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDb
133 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDb
133 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.254)

ḊDDDDc
134 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDc
134 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDc
134 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.255)
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ḊDDDDd
135 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDd
135 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDd
135 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.256)

ḊDDDDe
136 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDe
136 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDe
136 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.257)
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ḊDDDDf
137 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDf
137 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDf
137 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.258)

ḊDDDDg
138 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDg
138 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDg
138 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.259)
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ḊDDDDh
139 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDh
139 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDh
139 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.260)

ḊDDDDi
140 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDi
140 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDi
140 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.261)
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ḊDDDDj
141 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDj
141 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDj
141 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.262)

ḊDDDDk
142 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDk
142 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDk
142 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.263)
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ḊDDDDl
143 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDl
143 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDl
143 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0

 .

(2.264)

ḊDDDDm
144 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDm
144 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDm
144 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.265)
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ḊDDDDn
145 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDn
145 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDn
145 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.266)

ḊDDDDo
146 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDo
146 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDo
146 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.267)
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При свертке к закону взаимодействия a матрицы, соответствующие
законам b, e, g, i, l, n уничтожаются, аннигилируют. Матрицы, соответ-
ствующие законам c, h, j транспонируются.

DDDDDa
147 = DDDDD−c

134 = (DDDDDc
134)

T . (2.268)

DDDDDa
148 = DDDDD−h

139 = (DDDDDh
139)

T . (2.269)

DDDDDa
149 = DDDDD−j

141 = (DDDDDj
141)

T . (2.270)

ḊDDDDa
147 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDa
147 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDa
147 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.271)
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ḊDDDDa
148 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDa
148 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDa
148 =


0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.272)

ḊDDDDa
149 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDa
149 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDa
149 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(2.273)
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Матрицы, соответствующие закону d, f, k,m, o берутся без изменений.
Матрицы, соответствующие законам a, b, c, d, e, f, i, j,m, n, o в результате
равны нулевой.

Искомое взаимодействие:

DDDDDa
150 = DDDDDa

142 +DDDDDa
148. (2.274)

ḊDDDDa
150 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈DDDDa
150 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

DDDDDa
150 =


0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0

 .

(2.275)

2.1.6 Упорядочение законов взаимодействия

Использование приема, когда число представлений равно числу зон, по
видимому является универсальным. На входе в Алгоритм разложения
окончательно имеем бесконечное число представлений нашей структу-
ры. В этом случае для конфигурации так же необходимо учитывать
бесконечное число законов взаимодействия. На выходе, после приведе-
ния к конкретной сверхструктуре, число представлений становится ма-
лым, для реальных сверхструктур обычно не более восьми. Как видно
из предыдущих примеров важно рассматривать упорядоченный набор
законов взаимодействия. Удобно делать это при помощи своеобразного
стека, делая при этом перебор ранее пришедших в него представлений с
последним. Покажем это в Таблице для случая DDDDD.
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Вырианты законов взаимодействия
p1 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5
p2 2 3 3 4 4 4 5 5 5 5 6 6 6 6 6
Z a b c d e f g h i j k l m n o

2.1.7 Набор КПСД в DDDDD

После свертки взаимодействий большинство матриц либо равны нулевой,
либо не учитывается вовсе. Конечная матрица для сверхструктуры B2

описывает взаимодействие крайних для конфигурации зон в которой зна-
чения берутся либо с плюсом, либо с минусом в зависимости от четности
числа компонентов. Полученный результат по индукции легко масшта-
бировать на произвольную конфигурацию для выбранной нами сверх-
структуры. Как видно из приведенного примера, возможность полного
разложения существует. Практической же пользы этот факт, пожалуй,
не имеет вследствие затухания вклада слишком сложных компонентов
в общую энергию дефекта при окончательном расчете с использованием
каких либо потенциальных функций.

Ниже приведем Рисунки всех компонентов DDDDD после разложе-
ния на которых схематично представлены участники взаимодействия в
сверхструктуре B2.

2.2 Деформация как комплекс дефектов

Существует неразрывная связь между свойствами материала и его струк-
турой. Влияние внутреннего строения на анизотропию некоторых пара-
метров позволяет предположить такую картину для идеального полно-
стью кристаллического полиэтилена исходя из не кубической симметрии
элементарной ячейки этого материала,. Изучим, в частности, некоторые
деформационные параметры полимера. Логично использовать для этого
выкладки из предыдущей Главы, считая за представление часть кри-
сталла с малым вертикальным сдвигом относительно другой его части.

2.2.1 Теоритическое обоснование

Как было показано в первом Томе, при небольших деформациях графи-
ком зависимости энергии дефекта от величины сдвига является поло-
жительная ветвь параболы. В следствии этого вторая производная энер-
гии дефекта будет константой. Положим, что энергия дефекта совпадает
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с энергией деформации. Ниже приведем общую теорию упругой дефор-
мации [2].

Если процесс деформации протекает медленно, то он является тер-
модинамически обратимым и удельное изменение внутренней энергии,
то есть отношение энергии к объему в котором она изменяется, мож-
но считать суммой изменения энергии деформации и теплоты, которое
передано телу:

dU = dW + dQ. (2.276)

Результирующее изменения энергии тела dW при деформации можно
записать в виде:

dW =
3∑

i=1

3∑
j=1

σijdεij, (2.277)

где под знаком двойной сумма стоит соответствующее произведение
компоненты тензора напряжений и деформации. Так как процесс обра-
тим (т. е. процесс может протекать в обратном направлении и исходное
состояние системы будет достигаться без каких-либо остаточных изме-
нений) для количества теплоты можно записать:

dQ = TdS. (2.278)

Тогда:
dU = σijdεij + TdS. (2.279)

Свободная энергия тела определяется из соотношения:

F = U − TS. (2.280)

Тогда удельная свободная энергия:

dF = dU − TdS − SdT = σijdεij − SdT. (2.281)

При изотермическом протекании процесса деформации изменение тем-
пературы dT = 0 и для единичного объема справедливо равенство:

dF = σijdεij. (2.282)

Это значит, что механическое напряжение, возникающее в деформи-
рованном твердом теле, можно определить из частных производных сво-
бодной энергии по деформации при постоянной температуре:

σij =

(
∂F

∂εij

)
T

. (2.283)
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Дважды дифференцируя по деформации получим значение компо-
ненты тензора модулей упругости:

Ciklm =
∂

∂εlm

(
∂F

∂εik

)
T

=
∂2F

∂εlm∂εij
. (2.284)

Имея функциональную зависимость удельной энергии от деформа-
ции можно построить графики для первой и второй производной, что
соответствует напряжению и модулю сдвига. Дефект упаковки, который
появляется в результате сдвига частей кристалла при деформации явля-
ется планарным. Это означает что объем в котором происходит дефор-
мация равен нулю. Применительно к вычислению компоненты тензора
модуля упругости в котором фигурирует объем моделируются несколько
дефектов упаковки подряд, то есть рассматривается комплекс дефектов
упаковки.

2.2.2 Энергия КПСД от сдвига

Произведем моделирование планарного дефекта в блоке полностью кри-
сталлического полиэтилена[12]. Рассматривая полимер как кристалл мож-
но применить к нему аппарат кристаллогеометрического анализа дефек-
тов в металлах и сплавах. Сделаем это исходя из того, что в кристалле
полиэтилена присутствуют решетка, элементарная ячейка, плоскости из
групп атомов двух сортов — углерода и водорода в пропорции 1 к 2.

Рис. 2.2: Энергия — функция сдвига

Потенциальную энергию де-
фекта отыщем сравнив парные
связи между частями кристал-
ла, разделенного плоскостью
дефекта и частями кристалла
без дефекта. На практике ис-
пользуется величина потенци-
альной энергии,отнесенная к
единичной площадке планар-
ного дефекта. Выбор планар-
ных дефектов в качестве объ-
екта исследования обусловлен
простотой их реализации в мо-
дельном кристалле. Сформи-
ровав дефект одним только
сдвигом частей кристалла в
направлении оси макромоле-
кул мы добьемся того, что все
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ковалентные связи при этом останутся прежними, а изменится ван-дер-
ваальсово взаимодействие между макромолекулами в зависимости от ве-
личины сдвига. Величину изменения взаимодействия и будем считать по-
тенциальной энергией дефекта. При небольших деформациях графиком
зависимости энергии дефекта от величины сдвига является положитель-
ная ветвь параболы, что позволяет сделать предположений об равенстве
энергии планарного дефекта и энергии деформации на этом участке.
Предполагалась следующая последовательность действий. За величину
максимального сдвига был взят параметр решетки, который разбивался
на 1000 частей. Такой подход соответствует допущению о малости изме-
нения деформации и соответствующего изменения энергии дефекта. На
каждой итерации части кристалла сдвигались относительно друг друга
и производился расчет энергии дефекта для соответствующего сдвига.
Получалась функциональная зависимость энергии дефекта от величины
сдвига.

2.2.3 Первая производная

Первые функциональные производные от удельных энергий дают меха-
нические напряжения, как функции деформации в кристалле. Истинные
приращения функции и аргумента заменяются их дискретными анало-
гами из итерационного процесса. Поясним это положение.

Рис. 2.3: Первая производная

Вспомним о том,
что функция как тако-
вая может быть опре-
делена не единствен-
ным способом.

Во-первых ее мож-
но задавать набором
значений функции, со-
ответствующих набо-
ру аргументов. Во-вторых
функция однозначно опре-
деляется графиком. В
третьих формулой, вы-
ражающей зависимость
величины функции от
соответствующих зна-
чений аргумента явно,
в символьном виде.

Выбор в пользу первого способа дает возможность использовать все
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преимущества машинного эксперимента. Можно варьировать шаг прира-
щения аргумента, добиваясь при этом приемлемой гладкости изменения
функции.

2.2.4 Вторая производная

При малых деформациях напряжение увеличивается линейно, соответ-
ственно на этом участке кривой выполняется обобщенный закон Гука.
Вторые функциональные производные от удельных энергий по дефор-
мации дадут зависимость модулей упругости как функций деформации.
Для малых деформаций их график приведен на Рис.(2.4). Как видно
из графика их значения при малых деформациях практически постоян-
ны и составляют 0,45 и 0,33 kcal/(mol · Å3). Значения параметров моде-
ли брались с учетом того, что взаимодействие Ван-дер-Ваальса удовле-
творительно описывается потенциалами Ленарда-Джонса. Именно оно,
а не ковалентные связи отвечает за межплоскостное взаимодействие. Ис-
пользование констант потенциала для нахождения энергии деформации
в кристалле полиэтилена рассмотрим позднее.

Рис. 2.4: Модули сдвига

Как уже говорилось,
объем в котором происхо-
дит деформация при рас-
смотрении планарного де-
фекта равен нулю, тогда
как для расчета удельной
энергии необходимо нали-
чие объема отличного от
нуля. Решить эту пробле-
му удается смоделировав
несколько планарных де-
фектов подряд, или, дру-
гими словами, рассмотрев
комплекс планарных де-
фектов, распределив сдвиг
равномерно между слоями макромолекул. За свободное от напряжений
состояние тела, от которого следует отсчитывать мгновенно обратимые,
то есть упругие деформации принимался кристалл без дефекта. Важно
отметить следующий момент. Достаточно с точки зрения оценки вели-
чины модулей брать в расчет взаимодействие планарных дефектов типа
DD. Варианты типа DDD, DDDD и так далее приведут лишь к неболь-
шому уточнению величин модулей. То, что среднее арифметическое двух
найденных значений в пределах погрешности совпадает в величиной мо-
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дуля упругости полиэтилена скорее совпадение. Этот параметр зависит
от температуры, а в нашей модели это не учитывалось. Важен, скорее
порядок величины. Это указывает на правомерность использования под-
хода MOCATE в изучении деформационных характеристик некоторых
кристаллов. Не говоря о количественной стороне, качественную картину
поведения кристаллов такой подход описывает верно.

2.2.5 Потенциал для оценки энергии

Значения модельного потенциала Ленарда-Джонса

φPQ(rij) = 4εPQ ·
[(

σPQ

rij

)12

−
(
σPQ

rij

)6]
·W (rij)

взяты в готовом виде из [12].
Параметры потенциала

Элемент PQ εPQ в kcal/mol σPQ в Å
C-C 0.055 3.875
H-H 0.022 2.352
C-H 0.0347851 3.1135

В том же источнике рассматривается и нами используется функция
сглаживания с параметрами Ron = 9Å;Roff = 10.5Å:

W (rij) =


1, если rij 6 Ron;
(R2

off − r2ij)2 · (R2
off − 3R2

on + 2r2ij)

(R2
off −R2

on)3
, если Ron < rij < Roff ;

0, если rij > Roff .

2.2.6 Энергия КПСД в полярных координатах

Анизотропия компонентов тензора модулей упругости является след-
ствием анизотропии соответствующих энергий сдвига планарного де-
фекта. Вид графиков на Рис.(2.2) указывает на то, что для сдвига ча-
стей кристалла полиэтилена на лицо потенциальный барьер. Зависи-
мость величины энергии барьера для фиксированного сдвига от угла
между направлением нормали к плоскости сдвига и вектором (1; 0; 0) яв-
ляется сложной. Являясь гладкой функцией она характеризуется графи-
ком, приведенном ниже. Минимум соответствует семейству направлений
(1; 0; 0), локальный минимум соответствует семейству (1; 1; 0). Максимум
соответствует семейству направлений (0; 1; 0).
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1) 2) 3)

4) 5) 6)

7) 8) 9)

10) 11) 12)

13) 14) 15)

Рис. 2.1: Набор КПСД DDDDD
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a) Структура полиэтилена в плане

b) Энергия барьера

c) Аппроксимация линией



Глава 3

Трансформация КПСД

При расчете энергии сложных дефектов в виде тел, топологически эк-
вивалентных сфере мы сравнивали энергии частей одного дефекта по
отношению друг к другу. Изучая деформацию брали во внимание около
тысячи энергетических состояний сложного дефекта и получали функ-
ции, необходимые для дискретного дифференцирования. Остается слу-
чай, в некотором роде промежуточный, когда рассматриваются только
два временных состояния кристалла — это две конфигурации в начале
и конце преобразования дефекта.

Переходя к поиску закономерностей трансформации кристаллов от-
метим, что на ряду с некоторой универсальностью подхода взаимодей-
ствующих зон, у него есть и ограничения. Характерно здесь то, что с
его помощью можно проводить лишь достоверный качественный анализ
результатов расчетов. В категориях больше - меньше уже можно пред-
полагать наличие некоторых свойств и даже прогнозировать поведение
материалов. Часто такой оценки бывает достаточно. Логично использо-
вать подход для предварительной оценки чего то.

К таким случаям относятся динамические процессы, довольно сильно
растянутые во времени. Существует возможность опустить промежуточ-
ный набор состояний кристалла и сравнить только то, что было в начале
и конце такого процесса. Такой подход существенно экономичней с точки
зрения затрат машинного времени для его расчета. К тому же он позво-
ляет без привлечения такой величины, как время судить о выгодности
того или иного варианта развития событий.

Каким образом возможно предсказывать наиболее вероятный вари-
ант трансформации в кристалле? Критерий соответствия минимуму энер-
гии конечной конфигурации позволит судить об этом не выходя за рамки
метода взаимодействующих зон.

111
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3.1 Эволюция КПСД

Допустим, что кристалл эволюционирует, то есть трансформируется во
времени. Выделим из всего возможного ряда таких примеров поведения
планарных сверхструктурных дефектов вариант, который удается оха-
рактеризовать с помощью графиков, отображающих изменение энергии
кристалла в зависимости от направления такого преобразования, рас-
щепления. Для начала попытаемся описать задачу расщепления сплава
в категориях и понятиях сложных дефектов.

3.1.1 Постановка задачи

Изобразим графически на Рис.(3.1) элементарный путь превращения мо-
дельного кристалла с дефектом из начальной конфигурации в конечную.

Рис. 3.1: Схема трансформации

В рамках MOCATE
имеются два отличающих-
ся между собой инструмен-
тария для расчете энер-
гии дефектов. Первый при-
ем позволяет решить зада-
чу непосредственно из ре-
зультирующих матриц для
каждого закона взаимо-
действия. Таковые полу-
чаются автоматически из
определяющих конфигура-
ций начального и конечно-
го этапов эволюции КПСД.

Второй прием рассмат-
ривает компоненты ком-

плексов планарных сверхструктурных дефектов. Там результирующие
матрицы так же используются на промежуточных этапах для выделе-
ния каждого из компонентов дефекта.

Калибруя, то есть совмещая и подгоняя размеры дефектов для того,
чтобы можно было отбросить части компонентов, которые имеют беско-
нечные, но равные по величине энергии до и после расщепления, мы смо-
жем сделать окончательный вывод о вероятности процесса трансформа-
ции. На Рис.(3.1) одинаковой штриховкой выделены части компонентов
с равной энергией. Сплошной линией обозначены части дефектов, имею-
щие разную энергию. Стрелкой показано направление расщепления. Ось
проходит через ядро, точку отсчета трансформации дефекта.
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3.1.2 Квазисила от азимута

В результате мы имеем возможность найти разность энергии начальной
и конечной конфигураций. Вот только сравнивать эти значения для раз-
личных направлений расщепления будет неверным. Дискретность кри-
сталлической решетки подразумевает таковую и для частей, формиру-
ющих дефект. Не верно, рассматривая кристалл, выбирать любое на-
правления. Правильным будет делать это сообразно, кратно парамет-
ру решетки. Выходом из этого затруднения будет отнесение найденного
значения изменения энергии к длине вектора расщепления. В этом слу-
чае полученную величину можно интерпретировать как отношение рабо-
ты расщепления к перемещению, на которой эта работа затрачивалось.
Такая величина соответствует силе, правильнее говоря квазисиле так
как точками приложения являются не конкретные атомы или объекты в
кристалле, а сущности иного рода, фрагменты пересечения плоскостей,
формирующих дефекты. В нашем случае им соответствуют линейные
компоненты дефектов.

F =
∆W

l
=
A

l
. (3.1)

3.1.3 Потенциал для оценки энергии

Энергия произвольного компонента определяется числом и типом изме-
нившихся связей в зонах, сформированных плоскостями сложного де-
фекта. По сути подсчитываются пары атом-атом, каждому из которых
удобно ставить в соответствие степень двойки. Тогда сумма степеней дво-
ек четко определяет взаимодействующую пару. Такой подход на выходе
дает наборы с бесконечным числом членов, ряд значений, которые соот-
ветствуют как сорту пары так и длине связи, учитываемой во взаимо-
действии. Тут никакого разночтения быть не может.

Практически все достоинства подхода, изложенного выше нивелиру-
ются, когда мы пытаемся сделать количественную оценку энергии, опи-
сываемой комбинациями сортов атомов. Неопределенности начинается,
когда мы переводим эти наборы в конкретное значение энергии, скажем
в электрон-вольты. Из рассмотренной модели сделать такой шаг проще
всего используя потенциальные функции. Их несколько, но для металлов
и их сплавов чаще всего используют потенциалы Морзе.

Пусть энергия взаимодействия атомов рассчитывается посредством
парного потенциала Морзе

φPQ(rij) = DPQβPQexp(−αPQrij)(βPQexp(−αPQrij)− 1)
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где D,β и α — параметры потенциала, ri,j — расстояние между
атомами i и j. Для нашего сплава Pt3Al параметры потенциала взяты
из работы [14]:

Параметры Морза
Элемент PQ DPQ в eV βPQ αPQ в Å

Al-Al 0.318 27.4979 1.02658
Al-Pt 0.5048 63.124 1.3501
Pt-Pt 0.710 102.89 1.582

наименьшее расстояние между атомами 2.78 Å. В этой же работе опи-
сана процедура подбора параметров потенциала.

Будем использовать комбинированный потенциал, в котором пара-
метр x отвечает за максимальное число сфер, учитываемых во взаимо-
действии:

φPQ(rij) =

{
DPQβPQexp(−αPQrij)(βPQexp(−αPQrij)− 1), если x < 14;
0, если x > 14.

Причина такого выбора кроется в том, что данный потенциал на боль-
ших расстояниях ведет себя не правильно [15].

Можно показать, что количественная картина взаимодействия при
варьировании длины обрезки потенциала меняется полностью. При этом
качественная зависимость величин рассчитываемых энергий и, соответ-
ственно, сил остается неизменной.

Не будем требовать от подхода MOCATE слишком большой общно-
сти. Оставим лишь те вопросы, на которые мы можем ответить. А именно
— как трансформируется конфигурация в кристалле?

3.1.4 Приоритетное направление расщепления

Анализ графиков, полученных нами позволяет судить о ходе того или
иного процесса трансформации, исходя из симметрии в расположения
атомов конфигурации.

Прослеживается четкая картина не только в совпадении по величине,
но и в зеркальности участков графиков, иногда в инверсии значений
силы.
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Направление, соответствующее углу
Угол в градусах X Y Угол в градусах X Y

7.125 8 1 187.125 -8 -1
14.036 8 2 194.036 -8 -2
20.556 8 3 200.556 -8 -3
26.565 8 4 206.565 -8 -4
32.005 8 5 212.005 -8 -5
36.869 8 6 216.869 -8 -6
41.185 8 7 221.185 -8 -7
48.814 7 8 228.814 -7 -8
53.130 6 8 233.130 -6 -8
57.994 5 8 237.994 -5 -8
63.434 4 8 243.434 -4 -8
69.443 3 8 249.443 -3 -8
75.963 2 8 255.963 -2 -8
82.874 1 8 262.874 -1 -8
97.125 -1 8 277.125 1 -8
104.036 -2 8 284.036 2 -8
110.556 -3 8 290.556 3 -8
116.565 -4 8 296.565 4 -8
122.005 -5 8 302.005 5 -8
126.869 -6 8 306.869 6 -8
131.185 -7 8 311.185 7 -8
138.814 -8 7 318.814 8 -7
143.130 -8 6 323.130 8 -6
147.994 -8 5 327.994 8 -5
153.434 -8 4 333.434 8 -4
159.443 -8 3 339.443 8 -3
165.963 -8 2 345.963 8 -2
172.874 -8 1 352.874 8 -1

Для каждого графика приводятся максимальное и минимальное зна-
чения квазисилы от угла наклона вектора расщепления, отсчитываемого
от оси абсцисс и выраженного в градусах.

В аннотации к Графикам указан набор с порядком представлений в
соответствие с примером. Важно отметить зависимость величин энер-
гий для Графиков от стехиометрии варианта. Следствием этого будет
зависимость результатов расчетов от того, какой вариант элементарной
ячейки сверхструктуры выбран и под каким номером.

Подробнее остановимся на этом аспекте. Успешность решения какой
либо задачи в рамках подхода MOCATE напрямую зависит от того,
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будем мы использовать упорядочение в рассматриваемых множествах,
будь то плоскости, представления, зоны, или законы взаимодействия.
Свойство упорядочения — вот то, что позволяет справиться с постав-
ленной задачей.

Теория множеств изобилует различными теоремами на этот счет. Для
нас будет достаточно того факта, что само наличие Алгоритма выбора
уже относит множество в разряд счетного. Во всех подробностях эти Ал-
горитмы будут представлены в Томе, посвященном исходному коду про-
грамм проекта MOCATE. Утилиты mocate, generate, promocate исполь-
зуют это свойство, тем более что в рамках проекта берутся множества
конечные, упорядоченные по определению. Упорядочение, в некотором
смысле, вообще присуще, свойственно кристаллам, ведь само понятие
сверхструктуры как следствие правильного чередования сортов атомов
позволяет считать его идеальным, а нарушение такого прядка представ-
ляет нам весь спектр дефектов, поддающихся классификации, дальней-
шему разложению.

Вернемся к предмету нашего рассмотрения. Направления расщепле-
ния — это вектор, лежащий в плоскости XOY и представляющий ква-
зисилу, отнесенную к параметру решетки с максимальным по модулю
значением. Положительное значение указывает направление расщепле-
ния КПСД. Отрицательное значение характеризует обратный процесс.
Условимся брать в рассмотрение первую попавшуюся нам максималь-
ную по модулю величину при возрастании угла расщепления.

Угол, выраженный в градусах, будем отсчитывать от оси абсцисс
квадранта в сторону оси ординат. Часто таких величин несколько —
две, четыре или, как для графиков №6 и №10, восемь. Такие величины
равноценны и вероятность расщепления или обратного процесса в этом
направлении одинакова.

Указать такую пару направлений для каждого графика не составит
труда, если использовать вспомогательную таблицу.

Вектор расщепления является радиус-вектором и однозначно задает-
ся координатами компонент, изменяемых нами в итерационном процессе.
Для первого значения угла это (8, 1, 0). В общем виде запись имеет вид
(X, Y, 0).



3.1. Эволюция 117

3.1.5 Варианты расщепления

Вариант 1.
Это 6,10 графики. Представлен набором из единственного квадран-

та. Дает два варианта значений энергий равных по модулю, но противо-
положных по знаку. Соответствует веерному расположению, то есть по
внешнему, либо по внутреннему радиусу для атома сорта A относительно
центра дефекта до расщепления.

Вариант 2.
Это 4,12,13,21 графики.
Каждый вариант представлен набором представителей из пары квад-

рантов. Дает пары вариантов значений энергий равных по модулю, но
противоположных по знаку.

Вариант 3.
Это 15,19 графики. Вариант так же представлен набором представи-

телей из пары квадрантов. Дает два варианта значений энергий равных
по модулю, но противоположных по знаку.

Вариант 4.
Это 1,5,8,9,16,17,20,24 графики. Представлен набором представителей

четверки квадрантов. Дает соответствующие варианты значений энергий
равных по модулю, но противоположных по знаку. Атомы сорта A отно-
сительно центра дефекта до расщепления лишь частично упорядочены.

Вариант 5.
Это 2,3,7,11,14,18,22,23 графики. Представлен набором представите-

лей восьмерки квадрантов. Так же дает соответствующие варианты зна-
чений энергий равных по модулю, но противоположных по знаку. Атомы
сорта A относительно центра дефекта до расщепления разупорядочены.

Отметим еще симметрию для инверсии значений некоторых графи-
ков. Символ P означает зеркальное отражение величин абсцисс в плос-
кости ординат.

3.1.6 Потенциальный барьер

Подойдем, наконец к главному результату графического представления
процесса расщепления. Налицо нестабильность конфигураций, определя-
ющих дефект. В большей или меньшей степени ей подвержены все кон-
фигурации. Все кроме десятой. Для нее в любом случае возникает сила,
противодействующая расщеплению. Этому случаю соответствует потен-
циальный барьер. Напротив, конфигурация под номером шесть неста-
бильна в принципе. Малейшая флуктуация приведет к распаду дефекта
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в виде пересечения двух плоскостей с последующим расщеплением. Это-
му случаю соответствует потенциальная яма.

Если проводить аналогию с механическим равновесием, то наши кон-
фигурации соответствуют какому либо ее виду. Десятая — случаю устой-
чивого, шестая, напротив, не устойчивого равновесия.

Хотелось бы отметить конфигурации, определяющие графики под
номерами 4, 12, 13, 21. Для них можно считать равновесие безразличным.
Такой вывод можно сделать вследствие малого монотонного отклонения
величины силы от нулевого значения на графиках.

Совокупности полуквадрантов с инверсией
№ Вариант Min Max
1 1,P5,5,P1,17,-P16,-16,P17 4 2
2 2,P3,-3,-P2,-18,P14,-14,P18 1 1
3 3,P2,18,-P14,14,-P18,-2,-P3 1 1
4 4,P4,-4,-P4,4,P4,-4,-P4 4 4
5 5,P1,17,-P16,-16,P17,1,P5 4 2
6 6,P6,6,P6,6,P6,6,P6 16 8
7 -2,-P3,3,P2,18,-P14,14,-P18 1 1
8 -1,-P5,-5,-P1,-17,P16,16,-P17 2 4
9 -5,-P1,-17,P16,16,-P17,-1,-P5 2 4
10 -6,-P6,-6,-P6,-6,-P6,-6,-P6 8 16
11 -3,-P2,-18,P14,-14,P18,2,P3 1 1
12 -4,-P4,4,P4,-4,-P4,4,P4 4 4
13 13,-P13,13,-P13,13,-P13,13,-P13 4 4
14 14,-P18,-2,-P3,3,P2,18,-P14 1 1
15 15,-P15,-15,P15,15,-P15,15,P15 8 8
16 16,-P17,-1,-P5,-5,-P1,-17,P16 2 4
17 17,-P16,-16,P17,1,P5,5,P1 4 2
18 18,-P14,14,-P18,-2,-P3,3,P2 1 1
19 -15,P15,15,-P15,-15,P15,15,-P15 8 8
20 -16,P17,1,P5,5,P1,17,-P16 4 2
21 -13,P13,-13,P13,-13,P13,-13,P13 4 4
22 -14,P18,2,P3,-3,-P2,-18,P14 1 1
23 -18,P14,-14,P18,2,P3,-3,-P2 1 1
24 -17,P16,16,-P17,-1,-P5,-5,-P1 2 4

Интересно следующее примечание. Возможно чисто геометрически
создать конфигурацию только из устойчивых КПСД. Атомы одного сор-
та в ней будут расположены вокруг ядер дефектов. Равно возможно со-
здать полностью нестабильную совокупность таких КПСД. При этом
идеальный кристалл без дефектов является, по сути, системой в безраз-
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личном равновесии, предоставляет нам пример некоего канона, вариант
со стабилизированной стехиометрией.

Разделение всех вариантов конфигураций в некоторые группы со-
гласно внутренней симметрии элементарной ячейки является первым ре-
зультатом решения задачи, которая сводится к расщеплению конфигу-
раций, сформированных парой взаимно перпендикулярных плоскостей.
Этот результат, скорее, теоретического характера. Вторым результатом
анализа полученных графиков будет теоретическое обоснование суще-
ствования в сверхструктуре стационарных или противоположно, неста-
ционарных конфигураций. Этот результат скорее прикладного характе-
ра. Структуры из одинаковых атомов в одном случае будут существо-
вать долго, а в другом претерпевать изменения практически сразу после
своего появления.

3.2 Проблема Штейнера и трансформация

Попытка решения задачи расщепления КПСД на первый взгляд оказа-
лось успешной. Получен конкретный результат в виде набора графиков
значения энергии, приведенной к длине вектора расщепления. Существо-
вание стабильной конфигурации, как и нестабильной возможно в прин-
ципе. А какие еще возможные варианты решения существуют? Чтобы
ответить на этот вопрос рассмотрим следующее геометрическое прило-
жение, известное как проблема Штейнера.

Рис. 3.2: Исходная конфигурация Рис. 3.3: Конечная конфигурация

Данная задача была сформулирована и решена два столетия тому
назад и касалась она отнюдь не кристаллов. Если на плоскости заданы
три данные точки, то четвертая, внутренняя, «смотрит» на каждую из
них под углом 120 градусов. В таком положении сумма расстояний до
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трех точек соответствует минимуму. Проблема Штейнера является ути-
литарной ко многим областям знаний. Например необходимо построить
сеть дорог между четырьмя населенными пунктами с наименьшими за-
тратами, если стоимость, своего рода вес каждого такого направления
разный.

Такая формулировка применительно к сверхструктурам позволяет
заменить направления планарными дефектами. Тогда появляется целый
ряд примеров такого решения, если отыскивать не одну точку внутри
данных, а несколько. Частный случай — это две пары точек, форми-
рующие пару плоскостей дефекта в начале, внутри которых необходимо
отыскать еще одну пару точек, дающие вариант КПСД в конце процес-
са. Как следует их Рис.(3.2,3.3) этот случай как раз и поддается расчету,
так как планарные дефекты имеют совпадающие бесконечные члены.

Отыскав разность энергий двух КПСД мы получим возможность су-
дить о вероятности такого превращения. В отличии от уже рассмотрен-
ных задач расщепления проблемаШтейнера в приложении к кристаллам
разрешима для любых пересечений плоскостей, если они удовлетворяют
требованиям формирования КПСД, о которых еще будет сказано. Чис-
ло таких решений бесконечно, хотя казалось бы ограничено возможными
размерами блока смоделированного кристалла. О том, как это возможно
обойти, поговорим позднее, а сейчас приведем первоначальное, триви-
альное решение поставленной задачи.

3.2.1 Результирующие матрицы

В начале найдем энергии используя лишь результирующие матрицы.
Для сверхструктуры L12 n = 4. Множество представлений фиксиро-

вано для изложенного далее:

{1, 2, 3, 4}. (3.2)

Здесь номер представления соответствует позиции атома сорта A в

ABBB,BABB,BBAB,BBBA. (3.3)

Законы взаимодействия для четырех представлений C2
4 = 6:

alm = A1
lA

2
m, blm = A1

lA
3
m, clm = A1

lA
4
m,

dlm = A2
lA

3
m, elm = A2

lA
4
m, flm = A3

lA
4
m.

(3.4)



3.2. Проблема Штейнера 121

3.2.2 Плоскости

Приведем координаты плоскостей для двух вариантов развития событий.
Случай 1:

α : F (x, y, z) ≡ 1(x− 24.5) + 0(y − 6.5) + 0(z − 0) = 0.

β : F (x, y, z) ≡ 0(x− 6.5)− 1(y − 26.5) + 0(z − 0) = 0.

γ : F (x, y, z) ≡ 3(x− 24.5) + 1(y − 6.5) + 0(z − 0) = 0.

δ : F (x, y, z) ≡ 4(x− 20.5) + 7(y − 18.5) + 0(z − 0) = 0.

ε : F (x, y, z) ≡ 3(x− 28.5) + 1(y − 34.5) + 0(z − 0) = 0.

ζ : F (x, y, z) ≡ 4(x− 42.5) + 7(y − 26.5) + 0(z − 0) = 0.

η : F (x, y, z) ≡ 2(x− 20.5)− 1(y − 18.5) + 0(z − 0) = 0.

(3.5)

Случай 2:

α : F (x, y, z) ≡ 1(x− 24.5) + 0(y − 6.5) + 0(z − 0) = 0.

β : F (x, y, z) ≡ 0(x− 6.5)− 1(y − 26.5) + 0(z − 0) = 0.

γ : F (x, y, z) ≡ 8(x− 24.5) + 1(y − 6.5) + 0(z − 0) = 0.

δ : F (x, y, z) ≡ 1(x− 22.5) + 4(y − 22.5) + 0(z − 0) = 0.

ε : F (x, y, z) ≡ 8(x− 26.5) + 1(y − 30.5) + 0(z − 0) = 0.

ζ : F (x, y, z) ≡ 1(x− 42.5) + 4(y − 26.5) + 0(z − 0) = 0.

η : F (x, y, z) ≡ 2(x− 22.5)− 1(y − 22.5) + 0(z − 0) = 0.

(3.6)

Тогда конфигурации до и после процесса:

Conf = 〈2, 1, 2, 1, 2, 4, 1, 2, 2, 4, 2, 4, 1, 3, 1, 3, 4, 1, 3, 3, 4, 3, 4, 3〉. (3.7)

Conf = 〈1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 1, 1, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4〉. (3.8)

3.2.3 Величины энергий

Представляется выгодным с точки зрения затрат машинного времени
получить дельта-матрицы для расчета величин энергий. Для этого из
матриц после процесса необходимо вычесть матрицы до расщепления.
Делалось это неоднократно стандартным способом используя конфигу-
рации, определяющие дефекты до и после процесса расщепления. По
этой причине запись этих матриц можно опустить.
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Ниже приведем Таблицу энергий, рассчитанных для всех возможных
наборов представлений сверхструктуры L12.

Вырианты величин энергий в eV/Å
№ Представления Случай 1 Случай 2
1 {1,2,3,4} 1.2474 · 1016 8.8812 · 1015

2 {1,2,4,3} 5.1999 · 1014 −3.057 · 1015

3 {1,3,2,4} −1.258 · 1015 −2.237 · 1015

4 {1,3,4,2} −5.969 · 1014 −2.551 · 1015

5 {1,4,2,3} 6.9524 · 1015 7.3111 · 1015

6 {1,4,3,2} 1.9301 · 1016 1.8668 · 1016

7 {2,1,3,4} 3.6265 · 1015 2.9642 · 1015

8 {2,1,4,3} −9.843 · 1015 −9.745 · 1015

9 {2,3,1,4} −8.188 · 1015 −8.489 · 1015

10 {2,3,4,1} −2.124 · 1016 −1.822 · 1016

11 {2,4,1,3} 1.7248 · 1015 1.9628 · 1015

12 {2,4,3,1} 2.1926 · 1015 5.0438 · 1015

13 {3,1,2,4} 2.4555 · 1013 1.4060 · 1014

14 {3,1,4,2} −8.306 · 1014 −8.258 · 1014

15 {3,2,1,4} 2.0616 · 1015 1.7673 · 1013

16 {3,2,4,1} −1.107 · 1016 −9.784 · 1015

17 {3,4,1,2} 9.1019 · 1015 9.8719 · 1015

18 {3,4,2,1} −3.032 · 1015 1.2491 · 1015

19 {4,1,2,3} −3.045 · 1015 −2.150 · 1015

20 {4,1,3,2} 9.4366 · 1015 9.4070 · 1015

21 {4,2,1,3} 2.0242 · 1015 −8.900 · 1014

22 {4,2,3,1} 9.4910 · 1014 1.4327 · 1015

23 {4,3,1,2} −6.888 · 1014 −1.302 · 1015

24 {4,3,2,1} −1.441 · 1016 −1.069 · 1016

Автором намеренно формировались конфигурации с расположением
атомов в узлах решетки, не совпадающим с примерами на расщепление,
приведенными в первой Главе данной работы. Отсюда становится по-
нятным различие, полная противоположность результатов для шестого
и десятого примеров в сравнении с таковыми из Главы о расщеплении с
точки зрения стабильности конфигурации. Это было сделано с той це-
лью, чтобы подтвердить, что ни набор представлений, ни набор плоско-
стей, формирующих дефект сами по себе, а только их совокупность дает
значение энергии, так или иначе характеризующее комплекс планарных
дефектов.

Результирующие матрицы позволяют представить общую, но не ис-
черпывающую картину энергетики КПСД. Подробности описания взаи-
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модействия возможно представить рассматривая энергию каждого ком-
понента по отдельности.

3.2.4 Компоненты

Было бы затратным, с точки зрения изложения, приводить выкладки
для всех компонентов, участвующих во взаимодействии в рассматрива-
емой задаче. Приведем простое перечисление таковых.

В исходном состоянии имеем четыре матрицы для планарных компо-
нентов и один линейный компонент, представленный шестью матрицами
для каждого закона взаимодействия.

В конечном состоянии имеем пять матриц для планарных компо-
нентов, четыре линейных компонента с матрицами взаимодействия для
каждого, а так же два линейных компонента в центре дефекта с тремя
матрицами для каждого из них. Взаимодействие линейных компонен-
тов между собой практически не влияет на общее положение вещей при
анализе процесса превращения дефектов — их можно опустить.

Из соответствующих рисунков становится понятным, как энергия тех
или иных компонентов влияет на направление, эволюцию конфигураций.
Как и ожидалось, львиную долю вклада в окончательную энергию да-
ют планарные компоненты. С ростом размера дефектов эта тенденция
только увеличивается.

Ранее упоминалось об ограниченности выбора возможных случаев
включаемых в проблему Штейнера из за размеров блока атомов, если
для расчета энергии использовать только результирующие матрицы. Ва-
риант с компонентами позволяет обойти это ограничение, ведь матрицы
линейных компонентов при увеличении блока не меняются вовсе. Разме-
ры планарных компонентов увеличиваются кратно параметру решетки,
что позволяет рассчитать энергию вставок отдельно и суммировать ее в
согласно масштаба на выходе из процесса превращения.
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1) {1,2,3,4} 2) {1,2,4,3} 3) {1,3,2,4}

4) {1,3,4,2} 5) {1,4,2,3} 6) {1,4,3,2}

7) {2,1,3,4} 8) {2,1,4,3} 9) {2,3,1,4}

10) {2,3,4,1} 11) {2,4,1,3} 12) {2,4,3,1}

Рис. 3.4: Атомы у ядра исходной конфигурации в плане
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13) {3,1,2,4} 14) {3,1,4,2} 15) {3,2,1,4}

16) {3,2,4,1} 17) {3,4,1,2} 18) {3,4,2,1}

19) {4,1,2,3} 20) {4,1,3,2} 21) {4,2,1,3}

22) {4,2,3,1} 23) {4,3,1,2} 24) {4,3,2,1}

Рис. 3.5: Атомы у ядра исходной конфигурации в плане. Продолжение
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Рис. 3.6: График №1 - {1,2,3,4}
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Рис. 3.7: График №2 - {1,2,4,3}
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Рис. 3.8: График №3 - {1,3,2,4}
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Рис. 3.9: График №4 - {1,3,4,2}
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Рис. 3.10: График №5 - {1,4,2,3}
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Рис. 3.11: График №6 - {1,4,3,2}
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Рис. 3.12: График №7 - {2,1,3,4}
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Рис. 3.13: График №8 - {2,1,4,3}
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Рис. 3.14: График №9 - {2,3,1,4}
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Рис. 3.15: График №10 - {2,3,4,1}
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Рис. 3.16: График №11 - {2,4,1,3}
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Рис. 3.17: График №12 - {2,4,3,1}
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Рис. 3.18: График №13 - {3,1,2,4}
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Рис. 3.19: График №14 - {3,1,4,2}
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Рис. 3.20: График №15 - {3,2,1,4}
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Рис. 3.21: График №16 - {3,2,4,1}
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Рис. 3.22: График №17 - {3,4,1,2}
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min F(333.43495)/a = -1.583D+24eV/(AA); max F(206.56505)/a = 1.530D+24eV/(AA).

Рис. 3.23: График №18 - {3,4,2,1}
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min F(7.1250163)/a = -1.125D+24eV/(AA); max F(82.874984)/a = 1.167D+24eV/(AA).

Рис. 3.24: График №19 - {4,1,2,3}
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min F(165.96376)/a = -1.036D+24eV/(AA); max F(26.565051)/a = 2.136D+24eV/(AA).

Рис. 3.25: График №20 - {4,1,3,2}
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Рис. 3.26: График №21 - {4,2,1,3}
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Рис. 3.27: График №22 - {4,2,3,1}
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Рис. 3.28: График №23 - {4,3,1,2}
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Рис. 3.29: График №24 - {4,3,2,1}
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a) a)

b) b)

c) c)

Рис. 3.30: Нестабильная, эволюционирующая конфигурация



Глава 4

Отображения в дефектах

Говоря о множествах в определении комплексов планарных сверхструк-
турных дефектов мы сталкивались с такими видами отображений, как
инъекция, суръекция, биекция. Некоторые из них можно переносить
непосредственно на исследуемые сложные дефекты. Другие отображе-
ния, например изоморфизм, рассматривается от части при попытке рас-
чета энергии элемента произвольного дефекта. Далее классы дефектов,
будучи сложной структурой, в которой любой элемент связан либо с
аналогичным, либо является частью дефекта более высокого порядка.
Их так же можно отображать, указывать соответствия согласно введен-
ным понятиям для дефектов. Рассмотрим более подробно перечисленные
случаи таких отображений.

4.1 Строка генерации

Перейдем к более подробному рассмотрению вопроса, лишь упомяну-
того в первом Томе издания, а именно строки генерации. Это понятие
является базовым для матриц взаимодействия компонентов КПСД. Если
сгруппировать номера зон дефекта в перестановки, то между компонен-
тами одного класса и одинакового размера она (строка генерации) почти
всегда совпадает с подстановкой. Наряду с этим ей присуща функция
связывания всех компонентов КПСД из одного класса через матрицы
взаимодействия. Усиленная таким образом, строка генерации требует до-
полнительных соглашений в математическом описании. Формально те-
перь это математическая категория с расширенными свойствами. Необ-
ходимо отделить это понятие от подстановки. С другой стороны строка
производит, генерирует новые матрицы. Такое название адекватно но-
вым свойствам рассматриваемой категории и является достаточным с

139
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точки зрения семантики.

4.1.1 Алгоритм нахождения

Представления сверхструктуры, зоны бесконечного пространства и плос-
кости их порождающие, переплетенные воедино, определяют комплексы
планарных сверхструктурных дефектов. Внутренняя связь этих понятий
позволяет решать различные задачи, возникающие в процессе изучения
данного вида дефектов без привлечения дополнительных математиче-
ских объектов. Такое положение вещей позволяет предположить, что и
решение задачи нахождения строки генерации не выходит за рамки уже
рассмотренных математических категорий.

Прием, взятый за основу решения задачи нахождения строки гене-
рации скорее всего не единственный. Он использует тот факт, что плос-
кость, введенная в первоначальный дефект, порождает дополнительные
зоны в новой конфигурации. Будем считать плоскости исходного и соот-
ветствующие им плоскости нового дефекта опорными. Имеется неоспо-
римая связь через полупространства, определяемые такими плоскостя-
ми. Формально они совпадают. Сравнивая полупространства опорных
плоскостей первоначального и нового дефектов найдем их соответствия.
Из этого соответствия запишем строку генерации. Понятно, что необхо-
димо соблюдать порядок, в котором рассматриваются плоскости. Так же
важно в целом ряде случаев брать противоположно направленную плос-
кость в соответствии в исходным дефектом. Формируемые таким обра-
зом полупространства меняют свои знаки в обозначении на противопо-
ложные. Нас не будут интересовать конкретные координаты плоскостей.
Греческие буквы в обозначении плоскостей также нужно опустить, оста-
вив только знак полупространства. Сформулируем последовательность
действий нашего приема для связывания базового и произвольного де-
фектов из одного класса в виде следующего Алгоритма 2.

Алгоритм 2. 1. Выбирается исходное сверхструктурное размеще-
ние.

2. Все его плоскости считаются как опорные.

3. Записывается результирующее сверхструктурное размещение. Ко-
личество элементов строки генерации равно числу элементов ре-
зультирующей конфигурации.

4. В результирующем размещении выбираются плоскости, соответ-
ствующие опорным.
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5. Если вектора, определяющие опорные плоскости в конфигураци-
ях противоположны, то меняются знаки полу пространств для
этой плоскости в результирующей конфигурации на обратные.

6. Из соответствия полу пространств для опорных плоскостей каж-
дой зоны результирующего и исходного размещений выбираются
номера для строки генерации. При этом позиция для строки ге-
нерации выбирается по номеру зоны результирующей, а значение
по номеру зоны исходной конфигурации.

Проще всего рассмотреть работу алгоритма на конкретном примере.
Пример 1: Введение дополнительной плоскости, параллельной пла-

нарному дефекту.
Первоначальный планарный дефект.
Зоны до введения плоскости:
1(-);
2(+).
Новый планарный дефект.
Зоны после введения плоскости:
1(-, -);
2(+, -);
3(+, +).
Пусть первый столбец содержит полупространства плоскости, фор-

мирующей дефект. Этот столбец соответствует нашей опорной плоско-
сти. По нему и будем проводить сравнение. Строка генерации содержит
количество элементов, равных числу зон результирующей конфигура-
ции, то есть 3. Теперь сравниваем полупространства и записываем но-
мера зон одинаковых полу пространств из начальной конфигурации в
соответствующие позиции строки генерации конечной.

Первая зона:
1(-, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-).
Напомним, что сравнение идет по первому столбцу. Второй столбец,

соответствующий второй не опорной плоскости при этом не важен. Сле-
довательно первый элемент строки генерации равен 1.

Вторая зона:
2(+, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
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2(+).
Следовательно второй элемент строки генерации равен 2.
Третья зона:
3(+, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+).
Следовательно третий элемент строки генерации равен 2.
Получилась строка генерации вида:
(1,2,2).
Пример 2: Введение дополнительной плоскости, не параллельной пла-

нарному дефекту.
Первоначальный планарный дефект.
Зоны до введения плоскости:
1(-);
2(+).
Новый планарный дефект.
Зоны после введения плоскости:
1(-, -);
2(+, -);
3(-, +);
4(+, +).
Пусть первый столбец содержит полупространства первоначально-

го планарного дефекта. Строка генерации содержит количество элемен-
тов, равных числу зон результирующей конфигурации, то есть 4. Теперь
сравниваем полупространства и записываем номера зон одинаковых по-
лу пространств из начальной конфигурации в соответствующие позиции
строки генерации конечной:

(1,2,1,2).
Пример 3: Поворот плоскостей из результирующей конфигурации

второго примера, в результате которого первая плоскость переходит во
вторую, вторая в обратную первой.

Зоны до
1(-, -);
2(+, -);
3(-, +);
4(+, +),
и после операции:
1(-, -);
2(+, -);
3(-, +);
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4(+, +).
Но теперь первый столбец содержит полупространства второй плос-

кости. Второй столбец содержит полупространства, обратные первой плос-
кости. Опорные плоскости вторая и обратная первой. Число рассматри-
ваемых столбцов равно числу плоскостей в первоначальной конфигура-
ции. Строка генерации содержит количество элементов, равных числу
зон результирующей конфигурации, то есть 4.

Первая зона до: 1(-,-).
Меняем местами полупространства: 1(-,-).
Меняем знак: 1(-,+).
Такому положению вещей соответствует зона:
3(-, +),
следовательно первый элемент строки генерации равен 3.
Вторая зона до: 2(+,-).
Меняем местами полупространства: 2(-,+).
Меняем знак: 2(-,-).
Такому положению вещей соответствует зона:
1(-, -),
следовательно второй элемент строки генерации равен 1.
Третья зона до: 3(-,+).
Меняем местами полупространства: 3(+,-).
Меняем знак: 3(+,+).
Такому положению вещей соответствует зона:
4(+, +),
следовательно третий элемент строки генерации равен 4.
Четвертая зона до: 4(+,+).
Меняем местами полупространства: 4(+,+).
Меняем знак: 4(+,-).
Такому положению вещей соответствует зона:
2(+, -),
следовательно четвертый элемент строки генерации равен 2.
В результате имеем строку генерации вида:
(3,1,4,2).

4.1.2 Классы

В объединении различных конфигураций K и L в один класс КПСД
необходимым и достаточным условием считается наличие строки генера-
ции Str, связывающей матрицы взаимодействия их компонентов функ-
цией
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Li = Gen(Str,Kj) : i, j = 1, 2, . . . , n.

Неоспоримо достаточность этого условия. Приведем его, повторяя до-
воды, изложенные в первом Томе. Если существует матрица строка, свя-
зывающая матрицы взаимодействия элементов двух комплексов, то они
принадлежат одному классу. Данное утверждение указывает на то, что
количество компонентов КПСД совпадает и каждому элементу одного
комплекса ставится в соответствие элемент второго комплекса с соот-
ветствующей матрицей взаимодействия. По этому признаку и проводит-
ся классификация КПСД. Следовательно утверждение верно.

Одному классу принадлежат комплексы у которых могут быть допол-
нительные плоскости, не меняющие характер взаимодействия, а только
порождающие дополнительные зоны. Данное утверждение верно и для
них. При этом число компонентов и, соответственно, матриц равно.

4.1.3 Обратное связывание

Мы определили строку генерации для матриц компонентов КПСД из од-
ного класса. Имеет принципиальное значение сделать следующее утвер-
ждение:

Если существует строка генерации Str1, связывающей матрицы вза-
имодействия компонентов КПСД K и L функцией

Li = Gen(Str1, Kj) : {ij} = 1, 2, . . . , {nm}.

то существует и строка генерации Str2, связывающей матрицы взаи-
модействия компонентов КПСД L и K функцией

Kj = Gen(Str2, Li) : {ij} = 1, 2, . . . , {nm}.

Такая запись подразумевает обратное связывание.
Для реализации связывания, скажем, конфигураций после введения

дополнительной плоскости наряду с добавлением, клонированием соот-
ветствующих строк и столбцов становится необходимым обеспечить и их
удаление, вычеркивание. Договоримся в таком случае удалять строки и
столбцы в полученной матрице, которые отсутствуют в строке генера-
ции. Оговорим процедуру генерации. Вначале вставим на соответствую-
щее место в искомой матрице взаимодействия столбцы исходной соглас-
но строке генерации. Затем проделаем процедуру сортировки строк в
точном соответствии предыдущему шагу. Если количество элементов в
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строке генерации меньше размера исходной матрицы, то лишние стро-
ки и столбцы в искомой мы удаляем. Обратим внимание, что размер
искомой матрицы всегда равен числу элементов строки генерации.

Приведем строку генерации для поворота из Примера 2:

(1,2,1,2).

На этом Примере запишем строку для обратного связывания в виде:

(1,2).

Необходимо отметить, что при обратном связывании валидной будет
не одна, а несколько строк генерации. В данном случае, в дополнение к
уже приведенной, это:

(1,4);

(3,2);

(3,4).

Матрицы взаимодействия, полученные таким образом с использова-
нием каждого из вариантов строки генерации тождественны.

Рис. 4.1: Схема связывания

Замечателен следующий при-
мер, так же использующий об-
ратное связывание для нахожде-
ния строки генерации, изображен-
ный на Рис.(4.1). Пусть имеют-
ся две конфигурации из одного
класса с одинаковым числом зон.
Они формируются с использова-
нием дополнительной плоскости.
Плоскость, априори, формирует
две новые зоны. Так как конфигу-
рации принадлежат одному клас-
су, они имеют один и тот же ис-
ходный дефект. Обе плоскости ис-
ходного дефекта являются опор-
ными при вычислении строки ге-
нерации. Так же важен и порядок
их рассмотрения.

Исходный дефект, описываемый конфигурацией K = 〈1, 2, 2, 2〉 с мат-
рицами взаимодействия:
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Ḋa
1 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ;

D̈a
1 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ;

(4.1)

Ḋa
2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 ;

D̈a
2 =


0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

(4.2)

U̇a
3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0

 ;

Üa
3 =


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 ;

(4.3)

При этом конфигурация L = 〈1, 2, 2, 2, 2, 2〉 с матрицами взаимодей-
ствия:
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Ḋa
1 =


0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈a
1 =


0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

(4.4)

Ḋa
2 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ;

D̈a
2 =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

(4.5)

U̇a
3 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0

 ;

Üa
3 =


0 0 0 0 1 1
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 −1 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

(4.6)
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имеет одну зону из всех, заполненную атомами другого представле-
ния. Опустим прохождение алгоритма нахождения строки генерации —
для этого примера он очевиден.

Li = Gen((1, 2, 2, 3, 4, 4), Ki) : i = 1, 2, 3.

При этом:

Ki = Gen((1, 2, 4, 5, 0, 0), Li) : i = 1, 2, 3.

Во второй конфигурации M = 〈1, 1, 2, 2, 2, 2〉 с матрицами взаимодей-
ствия:

Ḋa
1 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈a
1 =


0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

(4.7)

Ḋa
2 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

 ;

D̈a
2 =


0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

(4.8)
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U̇a
3 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0

 ;

Üa
3 =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 −1 −1 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

(4.9)

таких зон две:

Mi = Gen((1, 1, 2, 3, 3, 4), Ki) : i = 1, 2, 3;

Ki = Gen((1, 3, 4, 6, 0, 0),Mi) : i = 1, 2, 3.

При нахождение связывания между L и M опорные плоскости не
дадут строку генерации в следствии того, что вторая плоскость в первом
случае формирует дефект, а во втором случае является дополнительной.

И здесь нас снова выручит обратное связывание. Приводя обе кон-
фигурации к базовой и уже от нее вычисляя строку генерации получим:

Mi = Gen((1, 1, 2, 4, 4, 5), Li) : i = 1, 2, 3

и, соответственно

Li = Gen((1, 3, 3, 4, 6, 6),Mi) : i = 1, 2, 3.

В этом случае, как и для любого примера, использующего обратное
связывание, имеем несколько вариантов строки генерации.

Здесь можно привести аналогию с оптической голограммой, когда
в любом фрагменте такого снимка заключается исходное изображение.
Так и в случае с произвольной зоной КПСД, полученной после введения
дополнительной плоскости. Она так или иначе несет на себе отпечаток
всех взаимодействий с другими зонами. И неважно какого она размера
или формы. С точки зрения информации о взаимодействии здесь царит
полное равноправие.
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4.1.4 Строки генерации в примерах

Рассмотрим подробно несколько строк генерации, поясняющих изложен-
ное выше.

Строка 1

Первоначальный дефект. Зоны до введения плоскостей:

1(−,−);

2(+,−);

3(−,+);

4(+,+).

Новый дефект. Зоны после введения плоскостей:

1(−,−,−,−,−);

2(+,−,−,−,−);

3(+,+,−,−,−);

4(−,−,−,+,−);

5(+,−,−,+,−);

6(−,−,+,+,−);

7(−,−,−,−,+);

8(−,+,−,−,+);

9(+,+,−,−,+);

10(−,−,+,−,+);

11(−,+,+,−,+);

12(−,−,+,+,+).

Опорные плоскости первая и вторая. Это столбец номер один и номер
два. По ним и будем проводить сравнение. Строка генерации содержит
количество элементов, равных числу зон результирующей конфигура-
ции, то есть 12. Теперь сравниваем полупространства и записываем но-
мера зон одинаковых полу пространств из начальной конфигурации в
соответствующие позиции строки генерации конечной.

Первая зона, представленная первым и вторым столбцами:
1(-, -).
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Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной
конфигурации:

1(-, -).
Напомним, что сравнение идет по первому и второму столбцу ко-

нечной конфигурации. Другие столбцы, соответствующие не опорным
плоскостям при этом не важны. Следовательно первый элемент строки
генерации равен 1.

Вторая зона:
2(+, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+, -).
Следовательно второй элемент строки генерации равен 2.
Третья зона:
3(+, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
4(+, +).
Следовательно третий элемент строки генерации равен 4.
Четвертая зона:
4(-, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-, -).
Следовательно четвертый элемент строки генерации равен 1.
Пятая зона:
5(+, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+, -).
Следовательно пятый элемент строки генерации равен 2.
Шестая зона:
6(-, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-, -).
Следовательно шестой элемент строки генерации равен 1.
Седьмая зона:
7(-, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
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1(-, -).
Следовательно седьмой элемент строки генерации равен 1.
Восьмая зона:
8(-, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
3(-, +).
Следовательно восьмой элемент строки генерации равен 3.
Девятая зона:
9(+, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
4(+, +).
Следовательно девятый элемент строки генерации равен 4.
Десятая зона:
10(-, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-, -).
Следовательно десятый элемент строки генерации равен 1.
Одиннадцатая зона:
11(-, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
3(-, +).
Следовательно одиннадцатый элемент строки генерации равен 3.
Двенадцатая зона:
12(-, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-, -).
Следовательно двенадцатый элемент строки генерации равен 1.
Получили строку вида (1, 2, 4, 1, 2, 1, 1, 3, 4, 1, 3, 1).

Строка 2

Первоначальный дефект. Зоны до введения плоскостей:

1(−,−,−);

2(+,−,−);
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3(+,+,−);

4(−,−,+);

5(−,+,+);

6(+,+,+).

Новый дефект. Зоны после введения плоскостей:

1(−,−,−,−,−);

2(+,−,−,−,−);

3(+,+,−,−,−);

4(−,−,−,+,−);

5(+,−,−,+,−);

6(−,−,+,+,−);

7(−,−,−,−,+);

8(−,+,−,−,+);

9(+,+,−,−,+);

10(−,−,+,−,+);

11(−,+,+,−,+);

12(−,−,+,+,+).

Опорные плоскости первая, вторая и пятая. Это столбец номер один,
номер два и номер пять. По ним и будем проводить сравнение. Строка
генерации содержит количество элементов, равных числу зон результи-
рующей конфигурации, то есть 12. Теперь сравниваем полупространства
и записываем номера зон одинаковых полу пространств из начальной
конфигурации в соответствующие позиции строки генерации конечной.

Первая зона, представленная первым, вторым и пятым столбцами:
1(-, -, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-, -, -).
Напомним, что сравнение идет по первому и второму столбцу ко-

нечной конфигурации. Другие столбцы, соответствующие не опорным
плоскостям при этом не важны. Следовательно первый элемент строки
генерации равен 1.

Вторая зона:



154 Глава 4. Отображения в дефектах

2(+, -, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+, -, -).
Следовательно второй элемент строки генерации равен 2.
Третья зона:
3(+, +, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
3(+, +, -).
Следовательно третий элемент строки генерации равен 3.
Четвертая зона:
4(-, -, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-, -, -).
Следовательно четвертый элемент строки генерации равен 1.
Пятая зона:
5(+, -, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+, -, -).
Следовательно пятый элемент строки генерации равен 2.
Шестая зона:
6(-, -, -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-, -, -).
Следовательно шестой элемент строки генерации равен 1.
Седьмая зона:
7(-, -, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
4(-, -, +).
Следовательно седьмой элемент строки генерации равен 4.
Восьмая зона:
8(-, +, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
5(-, +, +).
Следовательно восьмой элемент строки генерации равен 5.
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Девятая зона:
9(+, +, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
6(+, +, +).
Следовательно девятый элемент строки генерации равен 6.
Десятая зона:
10(-, -, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
4(-, -, +).
Следовательно десятый элемент строки генерации равен 4.
Одиннадцатая зона:
11(-, +, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
5(-, +, +).
Следовательно одиннадцатый элемент строки генерации равен 5.
Двенадцатая зона:
12(-, -, +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
4(-, -, +).
Следовательно двенадцатый элемент строки генерации равен 4.
Получили строку вида (1, 2, 3, 1, 2, 1, 4, 5, 6, 4, 5, 4).

Строка 3

Первоначальный дефект. Зоны до введения плоскостей:

1(−,−,−,−,−);

2(+,−,−,−,−);

3(+,+,−,−,−);

4(−,−,−,+,−);

5(+,−,−,+,−);

6(−,−,+,+,−);

7(−,−,−,−,+);

8(−,+,−,−,+);



156 Глава 4. Отображения в дефектах

9(+,+,−,−,+);

10(−,−,+,−,+);

11(−,+,+,−,+);

12(−,−,+,+,+).

Новый дефект. Зоны после введения плоскостей:

1(−,−,−,−,−);

2(+,−,−,−,−);

3(+,+,−,−,−);

4(−,−,−,+,−);

5(+,−,−,+,−);

6(−,−,+,+,−);

7(−,−,−,−,+);

8(−,+,−,−,+);

9(+,+,−,−,+);

10(−,−,+,−,+);

11(−,+,+,−,+);

12(−,−,+,+,+).

Опорные плоскости третья, четвертая, первая, вторая и обратная пя-
той. Эти столбцы в таком порядке и будем сравнивать. Знак пятого
столбца меняем на обратный. Строка генерации содержит количество
элементов, равных числу зон результирующей конфигурации, то есть 12.
Теперь сравниваем полупространства и записываем номера зон одинако-
вых полу пространств из начальной конфигурации в соответствующие
позиции строки генерации конечной.

Первая зона:
1(- , - , - , - , +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
7(- , - , - , - , +).
Следовательно первый элемент строки генерации равен 7.
Вторая зона:
2(- , - , + , - , +).
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Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной
конфигурации:

10(- , - , + , - , +).
Следовательно второй элемент строки генерации равен 10.
Третья зона:
3(- , - , + , + , +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
12(- , - , + , + , +).
Следовательно третий элемент строки генерации равен 12.
Четвертая зона:
4(- , + , - , - , +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
8(- , + , - , - , +).
Следовательно четвертый элемент строки генерации равен 8.
Пятая зона:
5(- , + , + , - , +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
11(- , + , + , - , +).
Следовательно пятый элемент строки генерации равен 11.
Шестая зона:
6(+ , + , - , - , +).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
9(+ , + , - , - , +).
Следовательно шестой элемент строки генерации равен 9.
Седьмая зона:
7(- , - , - , - , -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(- , - , - , - , -).
Следовательно седьмой элемент строки генерации равен 1.
Восьмая зона:
8(- , - , - , + , -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
4(- , - , - , + , -).
Следовательно восьмой элемент строки генерации равен 4.
Девятая зона:
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9(- , - , + , + , -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
6(- , - , + , + , -).
Следовательно девятый элемент строки генерации равен 6.
Десятая зона:
10(+ , - , - , - , -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+ , - , - , - , -).
Следовательно десятый элемент строки генерации равен 2.
Одиннадцатая зона:
11(+ , - , - , + , -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
5(+ , - , - , + , -).
Следовательно одиннадцатый элемент строки генерации равен 5.
Двенадцатая зона:
12(+ , + , - , - , -).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
3(+ , + , - , - , -).
Следовательно двенадцатый элемент строки генерации равен 3.
Получили строку вида (7, 10, 12, 8, 11, 9, 1, 4, 6, 2, 5, 3).

Строка 4

Первоначальный дефект. Зоны до введения плоскостей:

1(−);

2(+).

Новый дефект. Зоны после введения плоскостей:

1(−,−,−,−,−);

2(+,−,−,−,−);

3(+,+,−,−,−);

4(−,−,−,+,−);

5(+,−,−,+,−);
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6(−,−,+,+,−);

7(−,−,−,−,+);

8(−,+,−,−,+);

9(+,+,−,−,+);

10(−,−,+,−,+);

11(−,+,+,−,+);

12(−,−,+,+,+).

Опорная плоскости пятая. Строка генерации содержит количество
элементов, равных числу зон результирующей конфигурации, то есть 12.
Теперь сравниваем полупространства и записываем номера зон одинако-
вых полу пространств из начальной конфигурации в соответствующие
позиции строки генерации конечной.

Первая зона:
1(-).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-).
Следовательно первый элемент строки генерации равен 1.
Вторая зона:
2(-).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-).
Следовательно второй элемент строки генерации равен 1.
Третья зона:
3(-).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-).
Следовательно третий элемент строки генерации равен 1.
Четвертая зона:
4(-).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-).
Следовательно четвертый элемент строки генерации равен 1.
Пятая зона:
5(-).
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Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной
конфигурации:

1(-).
Следовательно пятый элемент строки генерации равен 1.
Шестая зона:
6(-).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
1(-).
Следовательно шестой элемент строки генерации равен 1.
Седьмая зона:
7(+).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+).
Следовательно седьмой элемент строки генерации равен 2.
Восьмая зона:
8(+).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+).
Следовательно восьмой элемент строки генерации равен 2.
Девятая зона:
9(+).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+).
Следовательно девятый элемент строки генерации равен 2.
Десятая зона:
10(+).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+).
Следовательно десятый элемент строки генерации равен 2.
Одиннадцатая зона:
11(+).
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+).
Следовательно одиннадцатый элемент строки генерации равен 2.
Двенадцатая зона:
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12(+)
Такому положению вещей соответствует следующая зона начальной

конфигурации:
2(+)
Следовательно двенадцатый элемент строки генерации равен 2.
Получили строку вида (1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2).

4.2 Пример связывания
Покажем на примере некоторых планарных дефектов их связь через
строку генерации. Для этих, тривиальных в некотором роде, видов де-
фектов матрицы взаимодействия совпадут с результирующими.

Базовый:

Conf1 = 〈1, 2〉, (4.10)

Ṙa
1 =

(
0 0
1 0

)
;

R̈a
1 =

(
0 1
0 0

)
.

(4.11)

И обратный ему:

Conf2 = 〈2, 1〉, (4.12)

Ṙa
2 =

(
0 1
0 0

)
;

R̈a
3 =

(
0 0
1 0

)
.

(4.13)

Тогда:

Conf2 = Gen((2, 1), Conf1). (4.14)

Conf1 = Gen((2, 1), Conf2). (4.15)

Пусть:

Conf3 = 〈1, 2, 2〉, (4.16)



162 Глава 4. Отображения в дефектах

Ṙa
3 =

0 0 0
1 0 0
1 0 0

 ;

R̈a
3 =

0 1 1
0 0 0
0 0 0

 .

(4.17)

Тогда:

Conf3 = Gen((1, 2, 2), Conf1). (4.18)

Conf3 = Gen((2, 1, 1), Conf2). (4.19)

Conf1 = Gen((1, 2, 0), Conf3). (4.20)

Conf2 = Gen((2, 1, 0), Conf3). (4.21)

Пусть:

Conf4 = 〈1, 1, 2〉, (4.22)

Ṙa
4 =

0 0 0
0 0 0
1 1 0

 ;

R̈a
4 =

0 0 1
0 0 1
0 0 0

 .

(4.23)

Тогда:

Conf4 = Gen((1, 1, 2), Conf1). (4.24)

Conf4 = Gen((2, 2, 1), Conf2). (4.25)

Conf4 = Gen((1, 1, 2), Conf3). (4.26)

Conf1 = Gen((1, 3, 0), Conf4). (4.27)
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Conf2 = Gen((3, 1, 0), Conf4). (4.28)

Conf3 = Gen((1, 3, 3), Conf4). (4.29)

Пусть:

Conf5 = 〈2, 1, 1〉, (4.30)

Ṙa
5 =

0 1 1
0 0 0
0 0 0

 ;

R̈a
5 =

0 0 0
1 0 0
1 0 0

 .

(4.31)

Тогда:

Conf5 = Gen((2, 1, 1), Conf1). (4.32)

Conf5 = Gen((1, 2, 2), Conf2). (4.33)

Conf5 = Gen((2, 1, 1), Conf3). (4.34)

Conf5 = Gen((3, 3, 1), Conf4). (4.35)

Conf1 = Gen((2, 1, 0), Conf5). (4.36)

Conf2 = Gen((1, 2, 0), Conf5). (4.37)

Conf3 = Gen((2, 1, 1), Conf5). (4.38)

Conf4 = Gen((2, 2, 1), Conf5). (4.39)

Пусть:

Conf6 = 〈2, 2, 1〉, (4.40)
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Ṙa
6 =

0 0 1
0 0 1
0 0 0

 ;

R̈a
6 =

0 0 0
0 0 0
1 1 0

 .

(4.41)

Тогда:

Conf6 = Gen((2, 2, 1), Conf1). (4.42)

Conf6 = Gen((1, 1, 2), Conf2). (4.43)

Conf6 = Gen((2, 2, 1), Conf3). (4.44)

Conf6 = Gen((3, 3, 1), Conf4). (4.45)

Conf6 = Gen((1, 1, 2), Conf5). (4.46)

Conf1 = Gen((3, 1, 0), Conf6). (4.47)

Conf2 = Gen((1, 3, 0), Conf6). (4.48)

Conf3 = Gen((3, 1, 1), Conf6). (4.49)

Conf4 = Gen((3, 3, 1), Conf6). (4.50)

Conf5 = Gen((1, 3, 3), Conf6). (4.51)

Указанный пример показывает, что все представители класса взаимо-
заменяемы. О любом произвольном представителе класса можно судить
по базовому. Какой из них является таковым? Однозначно, что это будет
элемент без дополнительных плоскостей. Наиболее вероятно, что это на-
чальный представитель из всего их множества согласно ординала. Такое
положение вещей более строго выражает Аксиома выбора теории мно-
жеств. Генерирующая функция, связывающая матрицы взаимодействия
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дефектов из одного класса через строку генерации указывает на наличие
Функции выбора для множества всех конфигураций, соответствующих
дефектам.

4.3 Приложения теории графов

В первой Главе отмечалась связь между комбинаторикой, как токовой
и теорией множеств. Рассмотрим теперь комбинаторику, вернее такие
комбинаторные конструкции, как графы применительно к комплексам
планарных сверхструктурных дефектов. Весь аппарат теории графов
является частью дискретной математики, а она в свою очередь базовой
для всех компьютерных приложений. Занимаясь компьютерным модели-
рованием физических задач правильным будет использование подходов
данной теории. Этим самым можно заменять, в частности, некоторые ал-
горитмы простого перебора на «продвинутые», позволяя в большинстве
случаев добиться их сходимости. Выделим несколько аспектов приложе-
ния данной теории в контексте наших задач.

4.3.1 Дерево как классификатор дефектов

Кажется трудно разрешимой попытка построения дерева всех комплек-
сов планарных сверхструктурных дефектов. Сложно представить себе
тривиальное условие перехода по узлам такова графа. Связи между уз-
лами из одного класса дефектов, с привлечением строки генерации, не
подразумевают операций с результирующей матрицей, либо других двух-
местных или одноместных. Связи между узлами из разных классов де-
фектов такие операции подразумевают. Например, можно было бы отоб-
разить их разным цветом. Но приводя их все, загромождая ими схему,
получим граф, который попросту говоря, утратит ясность выстраивае-
мых связей. Более просто устроен граф классов дефектов. Каждый его
узел отображает как бы по одному такому представителю от каждого
класса. Исходящим, или коренным, без сомнения, будет узел, соответ-
ствующий планарному сверхструктурному дефекту. Самый простой ва-
риант дерева для планарных представителей КПСД показан на Рис.(??).
Можем представить себе это следующим образом. Для класса, состояще-
го из двух параллельных плоскостей понадобятся представители из клас-
са планарных дефектов. Этому положению вещей соответствует верти-
кальная стрелка из верхнего узла. При расчете матриц взаимодействия
для класса, представляющего три плоскости важно знать матрицы пла-
нарного дефекта, а так же учитывать межплоскостное взаимодействие.
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Видим, что для него таких стрелок две, и так далее. Получается, что
на каждом последующем узле мы как бы вычленяем из результирую-
щих матрицы всех предыдущих. Все связи из компонента одного класса
с присущей ему матрицей будут отображаться одной стрелкой.

Рис. 4.2: Часть дерева классов

После операций, про-
деланных с результирую-
щей в результате нашего
алгоритма классификации
остается матрица или мат-
рицы для каждого зако-
на взаимодействия, кото-
рые присущи именно это-
му виду взаимодействия и
относят его в этот класс.
Практическая ценность гра-
фа в наглядности пред-
ставления составных ча-
стей комплекса. Если вер-
но построить часть графа

в окружении искомого узла, то легко увидеть компоненты, его состав-
ляющие и ему предшествующие. По числу соединений можно судить о
максимальном числе операций, необходимых для разложения результи-
рующей матрицы. Надо понимать, что такое представление, будучи схе-
матичным, не дает точного значения таких операций. Ведь, скажем, для
того же класса, представленного параллельными плоскостями за един-
ственной связью кроется сразу два планарных дефекта. Обозначать же
каждый из них отдельной стрелкой представляется лишним. Повторюсь
— мы тем самым просто перегрузим нашу схему, ведь, скажем, уже шесть
взаимно перпендикулярных плоскостей могут порождать более шестиде-
сяти таких компонентов. Число типов компонентов при этом всего двена-
дцать. Матрицы, полученные в остатке, вернее сказать тот конечный тип
взаимодействия для конкретного узла может служить первичным ориен-
тировочным названием наших классов. Четырех линейное, либо восьми
точечное — эти названия взаимодействия в тех частных случаях, кото-
рые приводились в издании ранее, дают представление о том, с чем мы
имеем дело.

4.3.2 Простые графы и строение дефектов

До того, как проводить какие либо количественные расчеты частей слож-
ного дефекта, его необходимо сформировать с помощью плоскостей. Их
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пересечения зададут ребра, вершины и грани будущего объекта исследо-
вания. На данном этапе верным будет привлечение новой математиче-
ской категории из комбинаторики, как области знания о графах.

Рис. 4.3: Пример графа

Здесь очевидна суще-
ствующая прямая анало-
гия с простым графом да-
же в названиях. Для фи-
гур дефектов, топологиче-
ски эквивалентных сфере,
разница только в опреде-
лении, названии граней та-
ких дефектов. Здесь бли-
жайшим аналогом из тео-
рии графов будут про-
стые циклы. Важным бу-
дет отметить наличие са-
мой возможности исполь-
зование алгоритмов DFS,
либо DFS модифицированных алгоритмов для построения некоторых
элементов таких дефектов с различной топологией.

4.3.3 Матрицы сильно связные по Форнебиусу

Удачной стороной метода взаимодействующих зон является возможность
формального его описания в виде матриц. Аппарат матричных преобра-
зований наряду с известными всем операциями или аналогичными им
операторами, кроме того, содержит довольно редко используемую воз-
можность нумерованной замены строк и столбцов исходной матрицы.
Более столетия назад этот метод сильного связывания матриц был по-
дробно изучен немецким математиком Форнебиусом применительно к
некоторым квадратным матрицам. Перечислим условия, под которые
должны попадать элементы сильно связных матриц. Две сильно связ-
ные матрицы должны содержать одни и те же элементы, причем одина-
ковые — в одинаковых количествах. Во-вторых это же условие долж-
но выполнятся отдельно для главных диагоналей. Под условия таковых
попадают матрицы взаимодействия, которые являются примером физи-
ческого приложения этой теории. В них присутствуют элементы трех
видов — 0, -1, 1, а все элементы главной диагонали нулевые. И хотя
пришлось расширить просто замену строк и столбцов их клонированием
и удалением для выявления более общей связи таких матриц и соответ-
ствующих им дефектов, картина операции отображения наиболее четко
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прослеживается именно для матриц одного размера. Тогда совпадение
числа элементов одного знака в матрицах и возможность перевода их
друг в друга простой заменой строк и столбцов дает право отнести де-
фекты, описываемые таким взаимодействием к одному классу. В источ-
нике [16] рассказано, как таким матрицам поставить в соответствие пол-
ные графы Бержа и согласно изоморфизму этих графов считать такие
матрицы сильно подобными. Изучив данный источник становится понят-
ным, что в данном обзоре перечислены не все отображения, присущие
сложным дефектам. Теория графов, как часть дискретной математики,
имеет гораздо больше приложений в любой области наук, использующих
компьютерное моделирование.



Заключение

Исследование неизвестных физических объектов или явлений как пра-
вило не влечет за собой привлечение новых математических категорий.
Математическое сообщество скорее всего уже позаботилось и предоста-
вило инструменты для такой работы. К примеру до Галилея уже умели
решать квадратные уравнения — оставалось только правильно приме-
нить их к задачам на ускоренное движение тел. Энштейн сделал тоже
самое используя аппарат, разработанный Чевитой. Исключением разве
что являются работы Ньютона, разрабатывавшего теорию сил парал-
лельно с основами анализа.

В данной работе более скрупулезно дается определение комплексов
планарных сверхструктурных дефектов исходя из теории множеств. Да-
вая определение дефекта априори соприкасаешься с категориями беско-
нечного. Оперируя подстановками и перестановками, рассчитывая число
сочетаний комбинаторных конфигураций дефекта непременно сталкива-
ешься с основами теории, ее теоремами и следствиями.

Появление этого раздела математики изменило взгляд на саму науку.
Ученые, интуитивно оперирующие категориями неизведанного — инту-
исты стали серьезно восприниматься сообществом. Но законы логики
никто не отменял. Соединившись, эти два этих метода познания матери-
ального мира помогли в дальнейшем обосновать и разрешить квантовые
парадоксы. Парадоксы же теории множеств до сих пор остаются неразре-
шенными. Интересен был вопрос — существуют ли множества с мощно-
стями, расположенными между счетными множествами и множествами
континуальными? Аксиома выбора не могла ответить на поставленный
вопрос, пока не была предложена альтернативная Аксиома детермини-
рованности, которая однозначно исключает такую возможность. Может
быть ответы на другие вопросы теории кроются не в общих, сугубо ма-
тематических рассуждениях, а в рассмотрении конкретных объектов? В
качестве таковых выбраны множества в определении КПСД.

Зачем вообще понадобилось выделять компоненты, расчленять ком-
плексы планарных сверхструктурных дефектов? Потребность в такой
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классификации появилась из за различия описания взаимодействия да-
же для тех дефектов, у которых совпадают плоскости, их формирующие,
результирующие матрицы аналогичны, а вот набор компонентов полу-
чается разный. К комплексам планарных сверхструктурных дефектов
относятся объекты в кристаллах, отвечающие некоторому набору усло-
вий. Перечислим их.

Требуется сама сверхструктура с набором представлений. Они де-
фект и порождают в том смысле, что смена сортов атомов в соответ-
ствующих положениях кристаллической решетки при прохождении че-
рез плоскости дефекта дает число и тип изменившихся связей. Порядок
нумерации представлений в этом наборе не суть важен, главное что бы
он был. К этому набору привязаны законы взаимодействия. Хотя прямой
и обратный законы взаимодействия несомненно обладают сродством, но
их рассмотрение по отдельности позволяет минимизировать число акси-
ом и алгоритмов метода, представленного в издании. Если же брать в
расчет еще и законы, учитывающие взаимодействие представлений са-
мих с собой, то энергия дефектов такого вида все равно будет нулевой.
Как говорится — лишние хлопоты. Элементарная ячейка сверхструк-
туры задает базис с системой координат, не обязательно прямоугольной
и ортонормированной. В этой системе координат определяют плоскости,
формирующие дефект. Трудно представит себе все многообразие КПСД.
Но если отталкиваться от всего множества дефектов, как было показано,
бесконечного как континуум, такие плоскости составляют все таки счет-
ное множество. Вкупе с ординалом получаем четкий порядок их перебо-
ра. Не все такие плоскости подходят для формирования дефектов. Они
медиальные относительно позиции соседних атомов, то есть не содер-
жат таковых. Бывают двух типов. Плоскости первого типа формируют
дефект. Убирая такую плоскость мы, скажем, из планарного сверхструк-
турного дефекта получаем идеальный кристалл. Кардинально меняется
сама задача. Плоскости второго типа дополнительные. Убирая такую
плоскость дефект не трансформируется. Часто к такой операции прибе-
гают чтобы уравнять число зон двух дефектов из одного класса. Так же,
исходя из показанной выше проблемы соответствия, плоскости должны
формировать, создавать непустые зоны. Наконец, мы перешли к зонам,
уже упомянутым при рассмотрении плоскостей. Не случайно приходится
говорить о плоскостях и упоминать при этом зоны ими формируемые.
Или упоминать представления сверхструктуры в контексте плоскостей,
порождающих дефекты. Эти категории переплетены между собой во-
едино при рассмотрении комплексов планарных сверхструктурных де-
фектов. Зоны это вообще ключевая категория. Именно их, а не атомы,
понадобилось рассмотреть как при определении КПСД, так и при рас-



чете его энергии. Их много, но не так много, как самих дефектов. Все
дело в учете только невырожденных и непустых зон. А множество тако-
вых бесконечно, но счетно. То, как зоны взаимодействуют между собой
удается описать матрицами. Для них даже вводится отдельное название
— матрицы взаимодействия. Их получение и сопутствующие операции
над ними были подробно рассмотрены по ходу работы. В издании ис-
пользовано два способа записи матриц. Первый способ — классический
в виде таблицы. Второй способ — в виде троек целых чисел, что соот-
ветствует матрице без «вакуума». Логические операции над матрицами
вводились на основании того, что они описывают все таки зоны, а не аб-
страктные понятия. Их, зоны, можно убрать из рассмотрения или оста-
вить согласно адъюнкции или дизъюнкции. И, соблюдая правила такой
логики, получить тот набор инструментов, достаточный на этот момент
для разложения комплексов на элементы. На данном этапе пропадает
различие между компонентами. И для линейных и для планарных и для
точечных применимы одни и те же алгоритмы. Такая формализация при
этом не валит все в одну кучу. Набор компонентов относит дефект к од-
ному, строго определенному классу. Хотелось бы отметить следующий
момент. Практика работы с матрицами взаимодействия показывает, что
элемент матрицы это либо 0, 1 либо −1. Если при операциях с матри-
цами получается другое значение, то это либо ошибка, либо разложение
на компоненты было не полным. Ну а строка генерации — это мостик
между дефектами из одного класса. Связанные этой строкой через мат-
рицы, дефекты по сути классифицируются по способу расчета энергии.
И становится не важным, модель ли это парных связей, или любая дру-
гая многочастичная парадигма. Матрицы взаимодействия при этом не
изменятся. Автору кажется такой результат объективным, да и модель
взаимодействующих зон, как я считаю имеет право на существование.
Не будем требовать от нее большей всеобщности чем, скажем, квантовая
теория. По сути метод взаимодействующих зон адекватно работает имен-
но над объектами порядка более или одного объема ячейки кристалли-
ческой решетки. Слишком большие объекты ограничены объемом блока
порядка миллиона атомов. Более крупные блоки персональному ком-
пьютеру просто не одолеть. Объекты меньшего размера требуют учета
квантовых эффектов. Осталось без рассмотрения множество, элемента-
ми которого является один представитель от каждого класса дефектов.
Какова его мощность? Оставим вопрос открытым.

Что еще можно отметить по поводу названия третьего Тома? К эта-
пам эволюции в полной мере относятся все задачи из второго Тома. А
что это еще как не этапы? Ведь исключив механизмы и, самое главное,
время протекания процесса можно с определенной долей вероятности



встретить дефект по форме эквивалентный любой из рассмотренных там
фигур Платона и Архимеда. Емкое, и в тоже время лаконичное опреде-
ление целого ряда превращений в кристалле.

Самым слабым местом теории является запрет релаксации атомов
дефекта. Она, релаксация, сводит на нет все допущения данного опре-
деления. Ведь все держится на плоскостях, а они, как известно для ев-
клидова пространства не деформируемые. В то же время этот подход
позволяет представить все в следующем виде. Механический аналог ре-
шетки это массы на пружинах. Колебания центров атомов нам не важны.
Собственно не важны и соответствующие им массы — их мы убираем.
А вот жесткость пружин, заменивших в таком представлении соответ-
ствующие им связям оставляем. Тогда то сопротивление смещению в
результате преобразования, замены связей, которое почувствует на себе
остов кристаллической решетки вблизи дефекта будет определять силы
и, как следствие, энергию комплекса. Такая приблизительная модель и
будет выражать существо подхода.

Другим слабым местом изложенного являются сами потенциалы, в
частности потенциалы Морза. Каким должен быть радиус обрезания по-
тенциала? Достаточным будет захват не менее ста так называемых бли-
жайших сфер у атома. В работе учитывалось только четырнадцать, что-
бы рассмотреть общую картину выше изложенного. В противном случае
работу вряд ли удалось закончить в среднесрочной перспективе, учиты-
вая вычислительные мощности, доступные автору.

И еще один нюанс. Вольно или невольно мы заложники того вре-
мени и того окружения в котором пребываем. Развитие компьютерных
наук позволило значительно расширить круг решаемых с их помощью
проблем. Проблема же самих этих наук в отсутствии канона. Мы наблю-
даем бурное развитие информационных технологий. При этом слишком
разные философии у пользователей программного обеспечения. Это за-
трагивает как ОС, так и язык, выбранный для кодирования, СУБД для
хранения промежуточных результатов, графические редакторы, исполь-
зование макропрограммирования. Ведь при неверной ориентации в этих
вопросах могут появится и чисто юридические проблемы. Автору импо-
нирует философия Open Source, его открытость и дружелюбие, в полной
мере отвечающее идее открытого обмена информацией.
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